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1

Topologie des espaces métriques

Exercice 1 — Dénombrabilité. On note Q[X7, X;] I’ensemble des po-
lynémes a deux variables a coefficients dans Q. Un tel polynéme
de degré n est de la forme

_ i 5]
P(Xl, Xz) = Z ai,]-Xin
i+j<n
ou les coefficients a;; sont tous des rationnels.

1.1) Montrer que cet ensemble est dénombrable.

Exercice 2 — Distances. Démontrer que l'application d(u,v) =
u—o

——— — définit une distance sur R.
1+ |u—2

Exercice 3 — Boules étranges. Soit E =]0, +oo[. Pour x,y € E, on
note

*
3.1) Démontrer que ¢ est une distance sur E.

o(x,y) =

1 1 ’

3.2) Déterminer B(1,1) pour cette distance.

3.3) La partie A =]0,1] est-elle bornée pour cette distance?
fermée?

3.4) Déterminer les boules ouvertes pour cette distance.

Exercice 4 — Adhérence. Soit (E,d) un espace métrique et A C E.
Montrer que
d(x,A) =0<=x € A.
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Exercice 5 — Adhérence, intérieur. Dans (R, | |), déterminer l'in-

_ o
térieur, I'adhérence et la frontiere (définie comme A\A) des
ensembles suivants :

5.1) N
5.2) | —1,1]\{0}
5.3) {(—1)” + % n> 1}

Exercice 6 Soit u = (u,, n > 1) une suite de réels.

6.1) On suppose que u est croissante et qu’elle admet une suite
extraite majorée. Que dire de u?

6.2) On suppose que u est croissante et qu’elle admet une
sous-suite convergente. Que dire de u?

6.3) On suppose que u n’est pas majorée. Montrer que +oo est
une valeur d’adhérence de u.

un fermé de M, (R). .

Exercice 8 — limite supérieure et inférieure. Soit u = (u,, n > 1) une
suite de réels. On définit
liminfu, = sup inf u,
n k n>k
lim sup u,, = infsup u,.
n k n>k
8.1) Montrer que liminfu, et limsupu, sont bien définis
comme des éléments de R U {—oco} et R U {+o0} respecti-
vement.

8.2) Montrer que toutes les valeurs d’adhérence de la suite
u sont nécessairement comprises entre liminf,u, et
limsup, uy.

8.3) Montrer que u converge si et seulement si

liminfu, = limsup u,.
n
n

| Exercice 7 Montrer que I'ensemble des matrices symétriques est



Exercice 9 Deux distances d et J sur un espace E sont dites équi-
valentes s’il existe 0 < ¢ < C tels que

cd(x,y) <d(x,y) < Co(x,y).

Elles sont dites presque-équivalentes (p-e) si toute suite de E qui
converge a la fois pour d et § a la méme limite dans les deux cas.

9.1) Montrer quesi (E, d) et (E, §) sont complets alors (E,d + 9)
est complet si et seulement si d et § sont p-e.

On suppose que d et § sont p-e et que la suite (x,,n > 1)
converge vers x dans (E, d).

9.2) Montrer que cette suite ne peut avoir d’autre point d’accu-
mulation que x dans (E, 9).

9.3) En déduire que si (E,J) est compact alors cette suite
converge vers dans (E, 9).

Sur l'espace vectoriel des polyndémes R[X], on définit les normes
Neo(P) = sup |P(x)]|
x€[0,1]
N;(P) = Neo(P) + |P(a)|

otta >1.Soith >a > 1.

9.4) Montrer que les normes N, et N}, sont p-e mais pas équi-
valentes.

On pourra considérer les polynomes

Qu(X)=X"(1—-X) et Py(X) = Qn(X)(X —a)

Exercice 10 Soit (E,d) un espace métrique compact et f une iso-
métrie de E dans E :

d(f(x), f(y)) = d(x,y).

10.1) Montrer que f est injective.

10.2) Montrer que pour tout entier n, f* = fo---o f est une
isométrie.

Soit x € E, il nous faut montrer qu’il existe y € E tel que

f(y) = x. On pose

X = f"(x) = f(xao1)-

TOPOLOGIE DES ESPACES MI:ZTRIQUES
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10.3) Montrer qu’il existe une suite extraite (xtp(n), n > 1) telle
que
d(x(p(n-&-l)/ xq)(n)) = d<xq)(n+1)—q)(n)/ x)'

10.4) En déduire que x € f(E).

Exercice 11 Soit f une fonction continue de période T. Montrer
que f est uniformément continue. ]

Exercice 12 Soit f une fonction uniformément continue sur |0, 1[.
Montrer que f est bornée. ]

Exercice 13 Soit f une fonction uniformément continue sur une
partie D C R. Soit (x,, n > 1 et (y,, n > 1) deux suite des D
tels que limy, 00 (X — yn) = 0.

13.1) Montrer que

lim (f(xn) = f(yn)) = 0.

n—o0

Dire parmi ces fonctions celles qui sont uniformément continues.
13.2) f(x) =1/xsur D = [1,+oo[

13.3) f(x) =1/xsur D =]0,1]

13.4) f(x) = sin(x?) sur R

Exercice 14 — Ensembles compacts. Déterminer si les ensembles
suivants sont compacts

14.1) A= {(x,y) €eR,x*>+y* =1}
142) B={(x,y) eR,x2+y> =1}
14.3) C={(xy) € R [x[+y] <1}

Exercice 15 2, (R) est 'ensemble des matrices n x n a coefficients
réels.

15.1) Montrer que I'application

M, (R)> — RT
(M, N) — trace(*MN)



est bilinéaire, symétrique et telle que
trace('MM) > 0 pour tout M

avec égalité si et seulement si M = 0.

On dit alors que cette application est un produit scalaire.

15.2) Montrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|trace(! MN)| < \/trace(tMM) \/trace(tNN).
15.3) En déduire que l'application
Ny : M, (R) — R
M — /trace(!MM)

est une norme sur M, (R).

15.4) En déduire que I'ensemble des matrices orthogonales, i.e.

telles que M M = Id, est compact.

Exercice 16 — Séparabilité. On dit qu'un espace topologique est
séparable s’il existe une famille dénombrable, c’est-a-dire une
suite, dense.

On rappelle que Q est dense dans R.

16.1) Montrer que Q[X] est dénombrable.

16.2) Construire une distance raisonnable sur R[X].

16.3) Montrer que Q[X] est dense dans R[X] pour cette distance.

16.4) Montrer que I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1]
muni de la norme uniforme est séparable.

Exercice 17 Montrer que 1’ensemble des probabilités sur N muni
de la distance en variation totale est un espace métrique séparable
complet. ]

Exercice 18 — Fonctions semi-continues inférieurement. Soit (E,d) un
espace métrique, une fonction f : E — R est semi-continue
inférieurement (s.c.i.) lorsque

Ly = {x, flx) < zx}

TOPOLOGIE DES ESPACES MI:ZTRIQUES
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est un fermé de E pour tout «.

18.1) Montrer que f est s.c.i. ssi pour tout x € E et pour toute
suite (x,, n > 1) qui tend vers x dans E, on a

flx) < lirr}linff(xn). (1.1)

18.2) Quelle(s) borne(s) de l'intervalle [4, b] inclure ou exclure de
sorte que la fonction indicatrice qui en découle soit s.c.i.?

18.3) Si K est un compact de E, montrer que f est inférieurement
bornée sur E.

18.4) En déduire qu'une fonction s.c.i. atteint son minimum sur
un compact.

Exercice 19 — Ensemble de Mandelbrot. Pour ¢ € C, on considere la

sitilie FIGURE 1.1: Ensemble de Mandelbrot M

zo(c) =0, zyy1(c) = zu(c)® +c.

Le complémentaire de I’ensemble de Mandelbrot, noté M, est
les points ¢ du plan complexe pour lesquels cette suite diverge
au sens ou

M= {c € C, limsup |z,(c)| = +oo} .
n
Notre objectif est de montrer que M est compact.
19.1) Montrer par récurrence que si |c| > 2 alors
|zn(c)| = |c|",Vn > 1.

19.2) Trouver une boule de C qui contient M.

Le méme raisonnement montre que s’il existe ny tel que
|z, (c)| > 2 alors
k
|Zng 11 (0)] = [el*

19.3) En déduire que
M= {e |za(c)] < 2}. (1.2)
n=1

19.4) Montrer que pour tout n > 0, 'application
c— zy(c)

est continue.
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19.5) En déduire que M est compact.

Exercice 20 — Fonctions cadlag. On dit qu’une fonction f : [0,1] —
R est cadlag (continue a droite avec des limites a gauche) lorsque

YO<t<1, f(t—):= liglf(s) existe dans R
S

VO <t<1, f(¢) zlif?f(s).

On note

ft = () = f(s)

SiT C [0,1],ws(T) = sup | frsl,
r,seT

le module de continuité de f. Pour f cadlag donnée et € > 0, on
dit que l'intervalle [0, a] décomposable s'il existe v et
O=t<h<...<t),=a (1.3)
tels que
wr([ti tiya]) <e, foralli=0,---,0—1.

On veut montrer le résultat suivant :

Lemme 1.1 Pour tout f cadlag, pour tout € > 0, l'intervalle
[0,1] est décomposable.

On pose
D = {a tels que [0, a] décomposable}.

20.1) Montrer qu’il existe 2 > 0 dans D.

20.2) Montrer que si [0, 4] est décomposable alors [0, ] est dé-
composable pour tout b < a.

On note
A =sup{a, a € D}.

On doit montrer que A = 1. On suppose donc A < 1 et I'on
souhaite aboutir a une contradiction.
20.3) Montrer que [0, A] est décomposable.

20.4) Ecrire ce que signifie que [0, 7] ne soit pas décomposable
pour tout r > A.

20.5) Etablir la contradiction.

11
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On pose

S

Sn=A{t, If(t) - f(t=)] =

20.6) Montrer que S, est fini.

}.

20.7) Que peut-on dire du cardinal des sauts de f?
20.8) Montrer que f est bornée.

20.9) Montrer que f s’écrit de maniéere unique sous la forme
f(O) = () + P i q) (1)
i=1

oll les s, sont des éléments distincts de [0, 1].
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Espaces vectoriels normés

Exercice 21 Soit E = C([0,1],R). Pour f € E, on pose

I = [ 1Folat

dont on admettra qu’il s’agit d’'une norme sur E. Soit ¢ I'endo-
morphisme de E défini par

o) = [ eyt

21.1) Démontrer que ¢ est continue.

21.2) Pour n > 0, on considere f, 1'élément de E défini par

fn(x) =ne=", x € [0,1]. Calculer || fu |1 et ||¢(fu)|l1-

21.3) On pose [|¢||| = sup;_.o, Hqﬁ(ffj‘)l”l. Déterminer |||¢]].

Exercice 22 Soit E = R[X], muni de la norme || ¥; 2, X|| = ¥; |a;].

22.1) Est-ce que l'application linéaire ¢ : (E,|.||) — (E, |.|),
P(X) — P(X + 1) est continue sur E?

22.2) Est-ce que l'application linéaire ¢ : (E, |.||) — (E |.l),
P+ AP, ou1 A est un élément fixé de E, est continue sur
E?

Exercice 23 Pour x > 0 et n > 1, on pose f,(x) = 1+n(n—1+x)

23.1) Démontrer que la suite de fonctions (f;;),>1 converge sim-
plement sur [0, +-0o[ vers une fonction f que 1'on précisera.

23.2) Démontrer que la convergence est en réalité uniforme sur
0, +oo].
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Exercice 24 Etudier la convergence simple et la convergence uni-
forme des suites de fonctions ( f,;) suivantes :

24.1) fu(x) = e " sin(2nx) sur RT puis sur [a, +oo[, avec a > 0.

24.2) fu(x) = m sur R, puis sur [, +oo[ avec a > 0.

Exercice 25 On considére R” muni du produit scalaire usuel et
U une matrice symétrique (identifiée a 'endomorphisme corres-
pondant) de M, (R). On pose

¢(x) = (Ux, x)

On note S la spheére unité de R".

25.1) Montrer que ¢ atteint son maximum sur S. On note xp I'un
de ces points.

Pour y orthogonal a xg, pour t € [0,27], on pose
x(t) = xpcos(t) + ysin(t)

et
B =9 (x(®).
25.1) Montrer f est maximale en 0.
25.2) En déduire que y est orthogonal a Ux.

25.3) En déduire que x( est un vecteur propre.

On rappelle que pour un sous espace vectoriel de R", (AL)+ =
A.

25.4) Montrer que (Rxo)" est stable par U.

25.5) En déduire que U est diagonalisable dans une base ortho-
normale.
On note ordonne les valeurs propres de U de la plus grande a la
plus petite :
M>A > > A

25.6) Montrer que

A1 = sup {Ux, x)
x#0 ”x”

25.7) Trouver une formule analogue pour A;.



ESPACES VECTORIELS NORMES

Exercice 26 On munit R” de la norme euclidienne et M, (R) de
la norme induite

[M][2 = sup [|Mx].
Ixll=1

On note p(M) le rayon spectral de M, c’est-a-dire le plus grand
module de ses valeurs propres complexes.

26.1) Montrer que
1M]3 = p(M* M).

Exercice 27 — Théoréme de Dini. Soit (f,, n > 1) une suite de fonc-
tions de C(K;R) ot K est un compact de E, espace vectoriel
normé. On suppose que f, est croissante et converge ponctuelle-
ment sur K vers f € C(K;R).

On fixe € > 0 et on pose

§n=1f—fn
Gn = {x, gn(x) <e}.
27.1) Montrer que les G, sont des ouverts croissants et que

Kc | G

n>1

27.2) En déduire que f,; converge uniformément vers f sur K.
En déd f t K

Exercice 28 Pour x € [0, 1], on considere la suite de fonctions

Po(x) = 0, pua(x) = pal®) + 5 (x — pu(x)?).

On veut montrer que p, converge uniformément vers la fonc-
tion (x — /x) sur [0,1] en utilisant le théoréme de Dini, voir
exercice 27.

Pour tout x € [0,1], on pose

folt) = t+ 2z~ ).

28.1) Quel est le degré du polynéme p;, ?

28.2) Montrer que fy est croissante sur [0, /x| et que

t< fx(t) <V

15
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28.3) En déduire que pour x fixé, p,(x) est croissante et converge
vers y/x.

28.4) Conclure.

Exercice 29 On considere E = {f e€C, f(0) = 0}.
29.1) Montrer que E est fermé dans C

On considere la forme linéaire

A:E—R
f [0 a

29.2) Montrer que cette forme linéaire est continue sur E.

29.3) Montrer que
Al <1

29.4) Construire une suite d’éléménts de E de norme 1 tels que

n—oo

A(fn)| — 1.

29.5) Existe-il une fonction de E telle que

[A(fu)l =17



3

Séparation et optimisation

Exercice 30 Résoudre le probleme d’optimisation suivant :
max(x; — x7)
X
sujet a 2x1 +xp > 2

x1+3x <3
x1 >0, xp >0.

Exercice 31 — Centre de Chebyshev. Pour A > 0, on considere le
trapeze T de sommets (0,0), (0,1), (A,0), (A,A+1)

31.1) Décrire T comme l'intersection des demi-espaces qui le
contiennent. On identifiera les 7; € R? et b; € R tels que

?
T = m{y < R2, <{1i, ]/> < bz}
i=1

On cherche la boule la plus grande que l’on peut mettre dans
T. Une boule est décrite par x = (x1, x2) les coordonnées de son
centre et 7 son rayon. On doit donc calculer

sup r
xeT,r>0
sujet a B (x, r) cT.

31.2) Montrer que ce probleme admet au moins une solution,

c’est-a-dire qu’il existe un point de T et un rayon r,, qui
réalisent le supremum.

31.3) Montrer que

(a;, x) +r||a;]| <b;, Vi=1,---,4<= B(x,r) C T. (3.1)

(0,1)

AA+1)

(0,0)

FIGURE 3.1: Le trapeze

(A,0)
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Le probléme initial est donc équivalent au programme linéaire
sup r
xeT,r>0 (3‘2)
sujet a <Lll', x) +r ||Lll|| <vb,Vi=1,---,4.

31.4) Identifier les points extrémaux de ce polyedre et résoudre
(3-2).

Exercice 32 — Points extrémaux. On s’intéresse aux points extrémaux
en dimension infinje.

32.1) En reprenant au besoin la démonstration de 1'inégalité de
Cauchy-Schwarz, donner la condition sous laquelle il y a
égalité dans cette inégalité.

32.2) Soit H un espace muni d’un produit scalaire. Montrer que

tous les points du bord de B(0,1) sont extrémaux.

32.3) Dans C([0,1],R), montrer que les fonctions 1 et —1, i.e.
les fonctions constantes égales a 1 ou —1 sont des points
extrémaux de B(0,1).

32.4) Montrer que ce sont les seuls.

Exercice 33 — Ensemble des points extrémaux. Pour K convexe de E,
on note ext(K) ’ensemble de ces points extrémaux. On suppose
que K est un convexe compact de E, espace vectoriel normé. Pour
tout n > 1, on pose

F,={x€K,3y,z € Kavecx =

1
P22 et —ylle = -}
33.1) Montrer que F;, est fermé.

33.2) Montrer que
ext(K)* = |J Fu.

n>1

On en déduit que ext(K) est un G, c’est-a-dire une intersection
dénombrable d’ouverts. ]

Exercice 34 — Théoréme de Radon. Soit X = {x1, -, X, } des points
distincts de R" avec m > n + 2.



34.1) Montrer qu'il existe (A;, 1 < i < m) tels que

m m
Y Aixi=0et } A;=0. (3-3)
i=1 i=1

On considere les deux ensembles
LT ={i, A; >0} et L™ = {i, A; <0}

On pose
x= Y oMy,
— "
e+ jeL+ A

34.2) Montrer que
Ai

—  x;.
Z'E;_ Z]'EL7 )L]

34.3) En déduire que 'on a trouvé une partition de {1,--- ,m}

X =

en deux sous-ensembles disjoints S et T tels que

conv(x;, i € S) () conv(x;, i € T) # @.

Exercice 35 — Théoréme de Helly. On veut montrer le résultat sui-
vant :

Théoréme 3.1 Soit Sq,- - - ,S;; m ensembles convexes de R”
avec m > n + 2 tels que l'intersection de n’importe les-
quels k d’entre eux, avec k < n + 1, soit non vide alors
I'intersection de tous est non vide.

Par exemple, dans R?, si quatre boules s’intersectent 3 a 3
alors elles ont une intersection commune non vide. En revanche,
on peut trouver 3 boules qui s’intersectent 2 & 2 sans avoir d’in-
tersection commune.

On suppose dans un premier temps que m = n + 2. On pose

= ]|
i#]
dont on sait qu’ils sont tous non vides. Soit x; € B;.

35.1) En appliquant le théoreme de Radon, montrer que l'inter-
section des S; est non vide.

35.2) Finir la preuve par récurrence sur m.

35.3) Trouver une situation ot1 l’on a 3 boules qui s’intersectent 2
a 2 dans le plan sans qu’elles aient d’intersection commune.

SEPARATION ET OPTIMISATION
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Exercice 36 — Inégalité de Holder. Soitp > letgtelquel/p+1/q9 =
1.

36.1) En utilisant les fonctions convexes conjuguées, montrer
que pour x,y deux réels positifs, on a

xP yq
Xy < —+=—:
Y p q

On se donne (xq,---,x,) et (y1,- - ,¥n) deux vecteurs non nuls

de (R*)™. On pose
w \VP
llxllp = (Zﬁ) -
i=1

n

36.2) Montrer que

xiyi < || xllpllyllg-
1

1

Exercice 37 A quelle condition sur la matrice Q symétrique réelle
de taille n x n, la fonction
R" — R

x — (Qx, x)

est-elle convexe ? "

convexes définies sur R”. A quelle condition suffisante supplé-
mentaire sur /1, la fonction

x € R" — h(gl(x),~ - ,gk(x))

est convexe ? .

Exercice 39 Soit (E, Np) un espace vectoriel normé.
39.1) Montrer que la fonction NE est convexe.
39.2) Soit x' € E/, montrer que s'il existe x € B(0,1), x # 0, tel
que
(«', x)pr g — Ne(x) >0 (3-4)
alors Nf(x") = o0,

39.3) Si Np/(x') > 1, construire x verifiant (3.4).

‘ Exercice 38 Soit i : R¥ — R convexe et g1, -+, 8k des fonctions
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39.4) En déduire que N est définie par

0 sillx]le <1
N ¥l <
+o00  sinon.






4
Espaces de Hilbert

Exercice 40 On se place dans L?(]0,1]).

40.1) En utilisant le procédé de Gram-Schmidt, trouver une base
orthonormale du sous-espace vectoriel vect{1, ¢, t*}.

40.2) En déduire

1
inf/ |t* —a — bt — ct?|? dt.
0

a,b,c

Exercice 41 — Polynémes de Legendre. Les polynomes de Legendre
sont définis par

Pa(x) = (2nz+1>1/2 ann! (ﬁ)n (2 —1)".

41.1) Montrer que (P,, n > 0) est une famille orthonormale
dans L2([-1,1],dx).

41.2) Montrer que I'on peut I'obtenir par le procédé de Gram-
Schmidt appliqué a la famille (x", n > 0).

Exercice 42 Soit f la fonction 27t-périodique telle que f(x) = e*
six € [—m, .

42.1) Déterminer la série de Fourier de f.

42.2) En déduire la valeur des sommes suivantes :

X

n>1

1 (="
o ) D g

n>1
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Exercice 43 On a montré dans le cours le théoréme sui-
vant

Théoreme 4.1 Soit f € L2([0,27]), I'application

' : 12([0,2n]) — €([0,27]; C)
fr—=1'f

est continue. Si f est a moyenne nulle, c’est-a-dire
27
co(f) = 0 ou de maniere équivalente f(t)dt=0
0

alors le développement en série de Fourier de I'f est
donné par l'intégration terme & terme de celui de f :

N0 = & 2 enl(fenlt).

nez*
On veut maintenant voir ce qui se passe si f n’est plus de
moyenne nulle.

43.1) Calculer les coefficients de Fourier de la fonction ¢ — ¢.

On pose g = I'f et

W) =g ~t [ ) du=g(1) - 150,

43.2) En utilisant le théoréme ci-dessus, calculer le développe-
ment en série de Fourier de g.

Exercice 44 Soit f : R — R une application continue et 27-
périodique. Montrer que f est de classe C* si et seulement
si, pour tout k € IN, on a ¢, (f) = o(1/1) quand |n| tend vers
+o0.

Indication : dans un sens écrire le lien entre les coefficients de Fourier
de f et ceux de ses dérivées. Réciproquement montrer que f est somme
de sa série de Fourier et que cette série définit une fonction C*°. On
admettra que les théorémes de continuité et dérivabilité sous le signe
somme sont valables pour les séries indexées par Z. ]

Exercice 45 Pour s € R, on consideére

0>5(2) = {u = (u, k € Z), kE(l + k)5 |ug|* < o0}.
€z



On munit cet espace du produit scalaire

(u,0) = Y (1+ k) woy.
keZ

45.1) En exhibant une bijection continue entre cet espace et
¢%(Z), montrer que ¢%>°(Z) est un espace de Hilbert.

45.2) Montrer que si s > 1/2, les éléments de ¢?(Z) définissent
des séries absolument convergentes.

45.3) Soit u € £>75(Z). Montrer que u appartient au dual de
025(Z).

On considere
H® = {u € L*([-m,n)), (i, k € Z) € >5(Z)}.

Soit S, (1) la somme partielle du développement en série de
Fourier :

1 a -
Sn(u)(t) = e ) e
k=—n

45.4) Montrer que

n+p

1Sn(1) = Susp()lleo < ) |kl-
k=n+1

45.5) Déduire de la question 45.2) que pour s > 1/2, la suite
(Sn(u), n > 1) est de Cauchy dans C([—r, 7t]; C).

45.6) Que peut-on en déduire sur la régularité des éléments de
H®?

Exercice 46 — Inégalité d’interpolation. Soit f : R — R une fonction
27r-périodique de classe C! et telle que

27
/ £(£) dt =0.
0
46.1) Rappeler le lien entre les coefficients de Fourier c,(f) et

cn(f')-

46.2) En déduire que, pour tout t € R, on a

FOI< T S len(Fl

neZ*|n|

46.3) En utilisant Cauchy-Schwarz et Parseval, en déduire 1'in-
égalité suivante :
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71 < % [ (70)

(on rappelle que ¥,,>1 & = %)

Exercice 47 Soit H = />(N,R).Onnote C = {x = (x,,) € H; Vn €
N, x, > 0}.

47.1) Démontrer que C est convexe fermé.
47.2) Déterminer la projection sur ce convexe C.

47.3) Reprendre la question précédente avec H = ¢2(N, C).

Exercice 48 Soit H un espace de Hilbert réel. Déterminer une
expression de la projection sur la boule unité fermée de H. =

Exercice 49 Le but de 'exercice est de déterminer si I’équation
différentielle (E)

y// + eity -0
admet des solutions 27r-périodiques.

49.1) 49.1) Montrer que la série trigonométrique ), ﬁei”t
converge uniformément sur R vers une fonction f
2m-périodique.

49.2) Montrer que la fonction f est de classe C? et qu’elle
est solution de (E).
49.2) Soit ¢ : R — C une solution 27t-périodique de classe C> de
(E). On désigne par
Yz cn(g)e™ et ¥ ez cn(g”)e™ les séries de Fourier res-
pectives de g

etde g”.

49.1) Exprimer ¢, (g”) en fonction de ¢, (g).

49.2) En utilisant que g est solution de (E), exprimer
cn(g") en fonction de ¢, —1(g).

49.3) En déduire que l'ensemble des solutions 27-
périodiques de (E) est I'espace

vectoriel de dimension 1 engendré par la fonction f.



49.3) (E) possede-t-elle des solutions qui ne sont pas 27-
périodiques ?

Exercice 50 Soit H = L%([0,1]). Pour f € H, on pose

X
Tf(x) = [ f(b)a.
50.1) Montrer que T est un opérateur continu sur H.

50.2) Calculer I'adjoint de T.

Exercice 51 Soit (#,),eN une suite bornée de nombres complexes
et T 'application linéaire de ¢? = ¢?(N, C) dans lui-méme
définie par T(x) = (@nXn)neN, pour x = (Xn)yeN € 2.

51.1) Vérifier que T est continue, et calculer son adjoint.

Soit S l'application de 2 = (?(N, C) dans lui-méme définie
par S(x) = (0, xqp, x1,...).
51.2) Vérifier que S est continue

et calculer son adjoint.

Soit H = L?([0,1],C) muni du produit scalaire usuel, et K :
[0,1] x [0,1] — C une fonction continue. Pour x € [0, 1], on pose

1

Tf(x) = | Kexy)f)dy.

0
51.3) Vérifier que T est une application linéaire continue, et
calculer son adjoint.

Exercice 52 On considere le noyau défini sur [0,1] x [0, 1]
K(t,s) = min(¢,s) — ts.

On veut montrer que le RKHS associé a ce noyau est I'ensemble
des fonctions de W12 nulles en 1, noté ici W&’z.

52.1) Trouver L(t,s) telle que

K(t,s) = /01 L(t,r)L(s,r) dr.
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52.2) Montrer que vect(K(t,.), t € [0,1]) est bien inclus dans
W,
0

52.3) Montrer que l’espace

B=i{fel? [ f)di=o)

est un sous-espace fermé de L.
52.4) Montrer que
vect(L(t,.), t € [0,1])
est dense dans L3.

52.5) Montrer que l'application
L: L3 — Wy?
. . 1.
fros b [ fls)ds—t [ f(s) ds)
0 0

est injective et surjective.

On munit W&’Z du produit scalaire

1
(f.g) = /O LY(f)(s) L~ g(s) ds.

52.6) En déduire que
vect(K(t,.), t € [0,1])

est dense dans W&'Z.

Exercice 53 On veut construire un classificateur binaire a partir
des données

- Taille 1 cm, catégorie 1
- Taille 2 cm, catégorie 2
- Taille 4 cm, catégorie 1

Tant que l'on reste en dimension 1, cela parait impossible. On
considere H le sous espace vectoriel de C([0,5], R) engendré par
les fonctions

f: x+—— min(1,x)
g x — min(2,x)

h: x — min(4, x).
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On note
min(a,b) =aAbet f=1A.

On munit H du produit scalaire
(an., bA)=aAb

53.1) Quelle est I'expression générale d’un élément de H?
53.2) Caractériser {f}+, {g}* et {n}+.
53.3) Orthonormaliser la famille (f, g, k) dans H.
53.4) En déduire py(3 A .).
53.5) De quel produit scalaire faut-il munir R® pour que l'appli-
cation
0: H— R

wi (IN.) — (ag,a0,a4)
i=1,.4

soit une isomeétrie ?

53.6) Montrer que 1'on peut écrire ce produit scalaire sous forme

aq B1
<M [ M ABZ >
a4 Ba

ott (, ) est le produit scalaire ordinaire sur R> et
11 1
M=10 1 1
00 V2
On pose
A=Mob(f), B=Mob(g), C=Mob(h).

53.7) Calculer les coordonnées de A, B et C et montrer qu’il
existe une infinité de plans qui séparent A et C d'un coté
et B de l'autre.

53.8) Quelle est 'intersection de ces plans avec le plan x = 1.
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Correction des exercices

Exercice 1> Un polyndme de degré n est défini par autant de coeftfi-
cients qu’il y a de couples d’entiers

(i,j) ENxN,i+j < n

Soit R, ce nombre (on peut le calculer mais ce n’est pas nécessaire
pour I'argument). Par conséquent 1’ensemble des polynémes de degré
inférieur a n est en bijection avec QR qui est lui-méme dénombrable
donc en bijection avec N. Maintenant

[e9)

Q[X1, Xa] = | Qu[X1, X5]

n=0

qui est bijection avec N x N, qui est dénombrable.

Exercice 2 > On vérifie facilement que d est symétrique et que
d(x,y) =0 <= x = y. Soit

f:RT —R"

X —

1+x'

Montrons que
fxty) < fx) +f(y). (4.1)
Comme on a

Xty
x+y+1
x
+ Yy
x+y+1 x+y+1
< X LY
“x+1 y+1

flx+y) =

puisque y et x sont positifs.
Comme

d(u,v) = f([u—0),
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I'inégalité triangulaire revient a montrer que
f(lu—o]) < f(lu —w|) + f(Jw—2|).
Or d’apres 'inégalité triangulaire classique,
lu —v| < |u—wl+|w—o|

et ’on conclut avec (4.1).

Exercice 3 >
53.1) On vérifie les trois propriétés sans souci.

53.2) Par définition,

B(1,1) = {y € E,

1
1--1<1
i<
1
={y€E —1<1—?<1}

:{yeE,O<;<2}

=]3, ool
53.3) Soit x €]0,1], on a
dx1) = 2 —127% feo,

X

Par conséquent, A n’est contenue dans aucune boule de rayon
fini donc A n’est pas bornée.

Soit (x,, n > 1) une suite d’éléments de A qui converge vers x,
en particulier d(x,, x) est bien définie donc x # 0. Par définition,
cela revient a dire que 1/x, vers 1/x pour la notion usuelle de
convergence. Par continuité de la fonction inverse, la suite x,
tend vers x et comme x, €]0,1],ona x € [0,1]. Onaexclux =0
donc la limite est bien dans ]0,1] = A.

53.4) On écrit la définition d’une boule et on manipule les inégalités
en prenant soin de distinguer les cas r > 1/xg et r < 1/x9. On

trouve
X, : 1
} Thrxo” +°°[ sir 2 55
B(Xo, I’) =
0 X0 sir< L
I+rxg” 1—rxg” X0 °

Exercice 18 >
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18.1). Soit x,, une suite qui tend vers x, quitte a extraire une sous-suite,
on peut supposer que

Flxn) == lirr}linff(xn) = PB.

Si f(x) > f alors pour tout n sufffisamment grand,

¥u € Ly oy = 5 (f(2) + ) €I, ()]

Par hypothese, x = lim x,, appartient aussi a L, d’ot1 une contra-
diction.

Réciproquement, supposons que (1.3) soit vérifiée et soit (x,,n > 1)
une suite de points de L, qui converge vers x. On a

f(x) <liminf f(x,) < liminfa < a.
n n

Par conséquent, x appartient a L, qui est donc un ensemble fermé.
18.2). Il faut exclure a et inclure b, pour obtenir 1y, ;).

18.3). Si f n’est pas inférieurement bornée sur K compact, il existe
(xp,n > 1) telle que

flxp) < —n.

Comme K est compact, on peut extraire une sous-suite qui converge
vers un point x de K. Comme f est s.c.i.

flx) < limkinff(xnk) = —o0.

On a implicitement interdit la valeur —co comme valeur possible
de f donc il y a une contradiction donc

J:r€11f<f(x) €R.

18.4). Soit maintenant (x,,n > 1) une suite telle que

£ () 22 inf £(x).

On extrait une suite (x,,,k > 1) qui converge vers x dans K. On a
d’une part

f(x) < liminf f (xn,) = tim f (xn) = y%ﬁf (y)

et d’autre part

f(x) = inf f(y),

yeK

donc

f(x) = inf f(y).

yeK
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Exercice 19 >

19.1) Au premier rang, la propriété est clairement vérifiée. Supposons

19.2)

19.3)

19.4)

19.5)

qu’elle soit vraie au rang n. Remarquons que
e > |c]
puisque [c| > 2 > 1. Ensuite, par l'inégalité triangulaire
[zl = |Izaf? = el
D’apres I'hypothese de récurrence
Iza|? > 1,
et d’apres la remarque précédente,
[1za? = lel] = [ 1e" — Jel|
Il reste a vérifier que
e[ = le| > [e["*

pour |c| > 2. Or

e[ — |c] n—1
e le[* = I
> e[t -1
> 1

ot l'on utilisé deux fois le fait que |c| > 2.

D’apres la question précédente
B(0,2)¢ ¢ M? donc M C B(0,2).

Si ¢ appartient a l'intersection de tous les ensembles alors par
définition, limsup,, |z,(c)| est finie donc ¢ € M.
Réciproquement, si ¢ € M alors d’apres ce qui précede, |z,(c)| <
2 pour tout n > 1.

C’est clairement une fonction polynomiale de ¢ donc elle est
continue.

Par conséquent, chacun des ensembles de l'intersection dans
(1.2) est I'image réciproque du fermé [—2,2] par une application
continue donc est fermé.

L’ensemble de Mandelbrot est donc I'intersection dénombrable
de fermés donc il est fermé. On sait déja qu’il est borné donc il
est compact.



Exercice 20 >

20.1) Comme f est continue en 0 a droite, pour tout € > 0, il existe
0 > 0 tel que
<= |ful < e/2.

Par inégalité triangulaire,
t,s <= |fa] <e.

Ce qui signifie que 6 € A.

20.2) Prenons la suite des t; donnée par la décomposabilité de [0, 4].
Soitt, <b < ty,,1,0na

wr([ty, b)) < wp([ty tpra]) <€
donc tg, -+ ,tp, b, tyyq, -+ est une suite qui décompose [0, b].

20.3) Par continuité a gauche en A, il existe J tel que

sup |fst| <e.
ste[A—d,0]

I suffit de combiner avec la décomposabilité de l'intervalle [0, A —
J].

20.4) Pour tout v > 0, pour tout ¢y, - - - , t, satisfaisant (1.3) aveca =,
il existe i € {0, — 1} tel que

wr([ti tiy]) <e.
20.5) Comme on sait que [0, A] est décomposable, pour r =1+1/n,
wr([A, A+1/n]) > e.
Il existe s, et 1y, tels que
lsn — Al <1/n, |rn— Al <1/net|f(sn) — f(rn)] > €.
Or f est continue a droite en A donc

|F(su) = f(ra)| === 0.

D’otul la contradiction.

20.6) D’apres la décomposabilité de f pour € = 1/2n, les sauts ne
peuvent avoir lieu sur les intervalles [t;, t;,1[. En comptant plu-
sieurs fois les mémes sauts, il y en au plus autant que de paires
(i,j) avec i < j, soit au plus v(v — 1) /2.

20.7) Comme S l'ensemble des instants de sauts de f est la réunion
des S, il y a au plus un nombre dénombrable de sauts.

CORRECTION DES EXERCICES
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20.8)

20.9)

Il y a un nombre fini de sauts de hauteur plus grande que 1 (ou
n‘importe quel autre seuil). On prend comme instants f; ceux
donnés par la décomposabilité de f pour € = 1. Sur chaque
intervalle [t;, t;,1] par continuité et limite a gauche, f est bornée.
Par conséquent f est bornée sur [0, 1].

On note (s,, n > 1) 'ensemble des instants de sauts de f avec la
convention que s, = 1 pour n supérieur au nombre de sauts si
celui-ci est fini. On pose

fsn) — f(su—) sisp <1

0 sispy =1

Ky =

On pose
JHOED IS0}
i=1

Par construction, en tout point de [0, 1],

Lim(f — f*)(s) = lim(f — f*)(s)

st sl
donc

fe=f-f

est continue et la décomposition est établie.

Si on a deux décompositions,
d d
f=fitfletf=f+f,

les instants de sauts et les hauteurs de sauts de f — fi et f — f5
sont les mémes que ceux de f donc fi = f§ et I'unicité s’ensuit.

Exercice 27 >

27.1)

27.2)

Comme f et f, sont continues, G, est I'image réciproque de
l'ouvert | — o0, €] par g, qui est continue donc G, est ouvert.
Comme f, < fy41,0ona g,1 < gn done G, C Gy41. Pour tout
x € K, il existe un rang n, a partir duquel

8(x) —gn(x) <e,

donc .
X € U Gy C UGn.

n=ny n>1

Comme K est compact, on peut extraire un sous recouvrement
fini de K par les G. Il existe j;,- - -, j, tels que

KCG]‘IU...UG]'r.



Or les G,; sont croissants donc
KcgG;.

Autrement dit, pour le € > 0 fixé au départ, il existe un indice,
ici j;, tel que n > j, implique

8(x) — gu(x)] = g(x) —gu(x) <€ Vx €K

Ce qui est tres exactement la condition pour que la convergence
soit uniforme.

Exercice 28 >

28.1)

28.2)

28.3)

28.4)

p1 est de degré 1, ensuite le degré double a chaque étape donc le
degré de p, est 2".
On dérive et on voit trivialement que f, est croissante et vaut /x
en t = y/x d’ou I'inégalité demandée.
Comme

Pru+1(x) = fa(pn(x)) = pn(x)
donc p,(x) est une suite croissante.

En appliquant le théoréme de Dini, on en déduit que la conver-
gence est uniforme. On a donc construit une autre suite de poly-
nomes (différente de celle du théoréme de Bernstein) qui converge
dans C([0,1]; R) vers y/x. Au début tout va bien comme le montre
la figure 4.1.

En revanche quand le degré augmente, les choses dégénérent
numériquement comme le montre la figure 4.2

Exercice 30> La fonction (x7,x2) — x1 — X est linéaire donc convexe

donc son maximum est atteint en les points extrémaux du polyedre

défini par les contraintes.
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FIGURE 4.1: En bleu le graphe de py, en
vert celui de /x
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FIGURE 4.2: En bleu le graphe de p9, en
vert celui de \/x

{x1,22), 01 = x2} FIGURE 4.3: En vert, le polyedre défini par
les contraintes

On obtient

EnA: —-1/5
EnB:3
EnC:1.

Ce qui parait cohérent parce que le point B est le plus loin de la droite
{(x1,x2), x1 = x2}.

Exercice 31 >

31.1) L'équation de la droite oblique est xp = x; + 1 donc on a

T ={x, ((—1,0),x) <0}

31.2) T est inclus dans la boule B(0, V2A2 + 1), r? est nécessairement
inférieur a 2A% + 1. L’application

T x[0,v/2A2+1] — R

(x,7) —>r



31.3)

31.4)

est continue sur un compact donc elle atteint ses bornes : il existe
(x,7) qui réalise le maximum.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on sait que
(@, x) < flalllx]

avec égalité lorsqu’il existe # € R tel que x = aa. On décrit la
boule B(x,r) comme

B(x,r) = {x+u, [Ju| <r}.
Par conséquent, pour tout y = x + u € B(x,r),
(@, y) = (a,x) +(a,u) < (a,x) + || [|u]|

Il s’ensuit que si (3.1) est satisfaite alors B(x,r) C T.
A ce stade, on a une condition seulement suffisante parce que
l'on a utilisé une inégalité (i.e. celle de Cauchy-Schwarz) ce qui
ne nous donne pas I'équivalence. On va tirer profit du fait que
I'on connait les cas d’égalité.
Réciproquement, si B(x,r) C T, pour u; = ra;/||a;||, ona x +u €
T donc

(ai, %) + (i, o) < by

]

soit
(ai,x) +7r ||IZ,|| S bi.

Les équations du nouveau probleme sont

—x1+r<0 P
—x3+7r<0 Q)
xp+r<A (R)
—x o+ V2r<i (S)

D’apres le cours, on sait que le maximum est atteint en les points
extrémaux de ce polyedre, c’est-a-dire ceux qui sont a l'intersec-
tion de 3 plans.

- PNQNR donne
A
Y=0=r=;
Si A > /2, ce point ne satisfait pas (S).

- PNQNS donne

Sl

Ce point ne satisfait (R) que si

A > V2.

CORRECTION DES EXERCICES
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- PNRNS donne

A V2 -1

xlzrzietxzzl—)t >

Ce point n’est dans le polyedre que si xp > r soit tous calculs
faits A < V2.
- QN RNS donne
1+A
2+V2

Ce point n’est dans le polyedre que si

r=xx=A—x] =

r§%<:>/\2\/§.

En résumé, si A < /2, les points extrémaux sont

AAA A V2—-1 A
(333) et (G 1=A=5—3)

Ces deux points ont la méme ordonnée donc le rayon maximum
vaut A/2.

SiA> \ﬁ, les points extrémaux sont

111)et<_1+)\ 1+A 1+/\)
V2 V2 V2 2+v2 242 242

Comme A > /2, un calcul simple donne

(

14+ A
2+

Vv

>
Nis

donc le rayon maximum est

Fle S

7

La position du cercle optimal pour A = 0,9v/2; 1,1v/2 et 2V/2.
Tant que A < v/2, le cercle le plus grand est coincé dans le carré

inférieur ensuite il peut monter dans la pointe.

Exercice 32 >



32.1)

32.2)

Pour la preuve de CS, on part de

t ||x+ty||% >0, Vt €R.
Comme on peut développer la norme en

242 2

YI1% 8%+ 26, y) i ¢+ [|x[l
on voit que c’est un polyndéme positif sur R donc son discriminant
est négatif, soit

2 2 11,012
4 (= IxI3lvi}) <o.

Si I'inégalité précédente est stricte, 1'inégalité de CS est stricte.
Si I'inégalité est une égalité alors le polynome a exactement une
racine réelle : il existe f( tel que

x+toy =0,
c’est-a-dire que y et x sont liés. Réciproquement, s’ils sont liés,
CS est bien une égalité.

On remarque que pour x € B(0,1) et ||x||g < 1, pour tout
€€]0,1/||x]|g—1,0ona

1
x = 5(1 —e)x+(1+e)x
et
11+ e)x[|m <1

donc les points extrémaux ne peuvent se trouver que sur le bord
de la boule.
Soit x extrémal de norme 1. S’il existe y, z tels que

_y+z
YT

alors
1 1
1=l = 5 lly+ 2l < 5 (lylla -+ lzllm) <1
Par conséquent,
ly+zllu = lylla + Izl A
En élevant au carré, cette identité implique que
(v, 2)u = lyllellzla (4-2)

donc égalité dans 'inégalité de CS. Par conséquent, il existe A tel
que z = Ay et compte tenu de (4.2), A est nécessairement positif.
On a donc

_1EA 11/

Y=Y 2
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Comme les normes de y et z sont inférieures a 1, on a nécessaire-
ment

soit A =1ldoncx =y = z.
32.3) Siy etz sont telles que
MO gy,

et qu'il existe fo tel que y(tp) < 1. Alors z(tp) > 1 donc z n’appar-
tient pas a la boule unité de C, ce qui est absurde. Par conséquent,
y =1 et donc z aussi. On fait le méme raisonnement avec —1.

32.4) Il est évident qu'un point extrémal ne peut se trouver que sur le
bord de la boule. Soit x extrémal de norme 1. Supposons qu’il
existe t( tel que |x(tp)| < 1. Pour tout § > 0, il existe un intervalle
I5 contenant ¢ tel que

x(t)] <1-0, Vt € I

On considere la fonction A qui vaut § en t(, nulle en dehots de
I; et affine ailleurs (i.e. une fonction triangle). On a de maniere
évidente 1 1
== A)+=(x—A
x=3 (x+A)+ 5 (x —A)
et

2 £ Alloo < 1.

Par conséquent, x n’est pas est extrémal.

Exercice 34 >

34.1) On plonge les x; dans R"*! en considérant les vecteurs
i = (x;,1).
Comme on a plus de vecteurs que la dimension de l'espace
ambient, ils sont forcément liés d’ou 1’existence des A;.
34.2) D’apres les deux équations (3.3),
A=) A== LA
jeL— jeLt

et

Y Axp == ) A

jeEL™ jeLt

donc les deux expressions de x coincident.



34.3)

Comme

Y h=A=-Y A,

ieLt ieL—
x est tout a la fois une combinaison convexe d’éléments de S et
de T ou

S= {xl-, i€ L+}
T={x;,ielL }

Exercice 35 >

35.1)

35.2)

35.3)

D’apres le théoreme de Radon, il existe une partition de x =
(x1,--+,Xn42), x5 et x7 deux ensembles disjoints et p tel que

p € conv(xg) Nconv(xr)

Il nous reste a montrer que p est dans l'intersection de tous les
Si. Le seul élément de x qui peut ne pas étre dans B; c’est x;. Si
Xj € S alors X; ¢ T donc tous les éléments de T sont dans B]-.
Comme B; est convexe, B; contient aussi I'enveloppe convexe de
T donc p appartient a B;. De méme, si x; € T alors p appartient
a B;. Dans tous les cas, p appartient a tous les B;.

Au rang m 4 1, on applique le résultat au rang précédent a la
famille
Sl/' t /Sm rjSerl

et le résultat s’en suit.

On prend 3 boules situées sur les sommets d"un triangle équilaté-
ral de rayon légérement supérieure a la demi-longueur d’aréte.
Comme le rayon du cercle circonscrit est 1/ V3 ~ 0,58 fois la
longueur d’aréte, les trois boules ne s’intersectent pas.
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Exercice 36 >
?? En dérivant deux fois, on voit x — x? est convexe. La fonction
conjuguée de x”/p se calcule facilement et donne y7/q d’oir
I'identité demandée.

?? On a donc

I )
||x\|p ||3/||q Pz1||x||p IIyIIq
1 1
:——i—f
p q
=1

Exercice 38 > Il suffit que / soit croissante en chacun de ses argu-

ments.

Exercice 39 >
39.1) Evident d’apres l'inégalité triangulaire.
39.2) S'il existe x € B(0,1) tel que

(¥, x)pr g — Ne(x) >0

alors pour tout & > 0,

n—r0Q

(x, ax)p p — Np(ax) = a ((x', x)p g — Ng(x)) —— o0

donc Ng(x') = +o0.



39.3) Comme
/
N/ (x') = su [*,x)| >1
2 (¥) x;él(:)) Ne(x)  f
il existe x # 0 tel que
(W,x) 2 TN (v)

donc _1
(x',x) — Np(x) > £ =" Np(x) > 0.

39.4) Si Np/(x') <1 alors pour tout x € E,
(x"x) < [(x"x)| < Ng(x)
donc N} (x") <0 et comme
(x"0) = Ng(0) =0,

on a égalité.

Exercice 53 >

53.1) Ils sont de la forme

a; (IN.)
i=1,2,4
53.2) Ona
( a; (iN), TN =ag 4+ ay+ ay.
i=1,2,4
Donc
{f}L:{ a; (iN.), a1 +ax+ay =0},
i=1,2,4
De méme
(g}t ={ a; (iN.), a1 +2ap + 204 =0}
i=1,2,4
={ a; (iN.), &y + 205 + 4oy = 0}.
i=1,2,4
53.5) Ona
1 11 151 ‘31
() ai(ing, Biin))=([1 2 2| ||, [B2|)
i=124 i=1,24 1 2 4 a3 133

Le produit scalaire est défini par le terme de droite.
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53.6) On remarque que

53.7)

53.8)

donc
(L wlin), X pilin) = (M, Mp)
i=1,24 i=1,2,4
Comme 6(f) = (1,0,0), 6(g) = (0,1,0) et 8(h) = (0,0,1), on
trouve
1 1 1
A=|0|,B=|1|,C= 1
0 0 V2

Trois points sont toujours coplanaires donc la seule caractéristique
qui soit définie est l'intersection des plans optimaux avec le plan
qui passe par A, B et C, ici le plan x = 1.

La droite optimale est celle qui passe par le milieu de [AB] et le
milieu de [BC].

On a transféré le probleme insoluble en dimension 1 en un pro-
bleme avec une infinité de solutions en dimension 3. C’est le
forme particuliere du noyau qui induit cette infinité de solutions
donc ce n’est pas un bon noyau.
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