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Introduction

Ce polycopié a été écrit en utilisant les ouvrages suivants :

— Les livres de K. Kuttler (en particulier Kuttler1998) dont certains sont
disponibles sur le site de l’auteur https://klkuttler.com couvrent
pratiquement tous les sujets abordés et même bien plus à l’exception
de la convexité.

— Nous verrons quelques théorèmes fondamentaux de l’analyse fonc-
tionnelle tel que les théorèmes de Hahn-Banach, Ascoli-Arzela, il
en existe beaucoup d’autres comme ceux de Banach-Steinhaus ou
Banach-Alaoglu, etc. Si ces sujets vous intéressent, vous pouvez
consulter avec profit le livre de H. Brézis (Brezis1987) ou le livre de
Meise et Vogt (Meise1997) qui contient des preuves quasi optimales
pour un certains nombres de théorèmes fondamentaux.

— Pour tout ce qui est théorie de la mesure (qui n’est pas au pro-
gramme de ce cours), le plus grand classique est le livre de W. Rudin
(Rudin1980), qui contient par ailleurs des éléments intéressants sur
les espaces de Banach de et Hilbert.

— Enfin pour la convexité, je me suis inspiré du livre de Boyd et
Vandenberghe (Boyd:2004aa) et du chapitre correspondant dans le
Brézis. Le cas des fonctions convexes définies sur Rn est assez facile
à traiter, le cas des fonctions convexes définies sur les espaces de
Banach est bien plus complexe ne serait-ce que parce qu’il met en jeu
des notions de continuité plus fine que la continuité habituelle. Il y a
donc deux sortes d’ouvrage, ceux qui se limitent à la dimension finie
et ceux qui traitent le cas plus général comme le Brézis ou le père
de tous, le Castaing-Valadier (Castaing1977). Pour les théorèmes
d’optimisation convexe les plus généraux (attention, mal de tête
garanti), il y a le livre d’I. Ekeland et R. Temam (Ekeland1999).

Avertissement : il n’est ni demandé, ni suggéré de lire ces ouvrages
pour valider le module, la liste est juste destinée à ceux qui par goût
ou masochisme souhaitent aller plus loin dans l’analyse fonctionnelle.

https://klkuttler.com




1
Topologie des espaces métriques

1.1 Dénombrabilité

Le concept de dénombrabilité joue un rôle primordial dans de nom-
breux domaines parce que ce sont les ensembles que l’on peut dénombrer,
c’est-à-dire dont on peut numéroter les états.

Définition 1.1 Un ensemble est fini s’il est en bijection avec un
certain {1, · · · , n}.

Définition 1.2 Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection
avec N, l’ensemble des entiers naturels.

■ Exemple 1.1 Quelques exemples d’ensembles dénombrables ou pas.

— 2N, l’ensemble des entiers pairs, est dénombrable.

— À tout nombre x ∈ [0, 1[, on peut associer son développement dia-
dique propre. Soit P l’ensemble des suites d’éléments de {0, 1} qui
ne se terminent pas par une infinité de 1 consécutifs :

∀n, ∃j ≥ n tel que xj = 0.

Pour tout x ∈ [0, 1[, il existe une unique suite (xn, n ≥ 1) ∈ P telle
que

x =
∞

∑
n=1

xi2−n.

On calcule xi de façon récursive :

x1 = [2x]

xn =

[
2n(x −

n−1

∑
j=1

xj2−j)

]
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où [x] est la partie entière de x. Si l’intervalle [0, 1[ est dénombrable,
on peut numéroter ses éléments donc

x1 =
∞

∑
j=1

x1j2−j

...
...

xk =
∞

∑
j=1

xkj2
−j.

Le nombre

z =
∞

∑
j=1

(1 − xjj)2−j

diffère de xj en son j-ième chiffre donc z n’appartient pas à la liste
que l’on vient de construire. On ne peut donc pas épuiser tous les
éléments de [0, 1[ par une suite.

— P(N), l’ensemble des parties de N, ne l’est pas. Il est en bijection
avec l’ensemble des réels R. En effet, pour une partie A de N, on
peut définir « la suite indicatrice » 1A(n) par

1A(n) =

 1 si n ∈ A,

0 sinon.

Il est donc clair que P(N) est en bijection avec {0, 1}N. Puis à cette
suite, on peut associer le réel xA défini par :

x =
∞

∑
n=1

2−n1A(n).

On obtient donc que P(N) est en bijection avec [0, 1[ donc n’est pas
dénombrable.

■

La dénombrabilité est stable par réunion et produit cartésien.

Théorème 1.3 Si X et Y sont deux ensembles dénombrables alors
X × Y et X ∪ Y sont dénombrable.

Tout est basé sur le résultat essentiel qui stipule de N × N est en
bijection avec N. La bijection est construite comme indiquée sur la
figure 1.1. Par exemple, l’élément (2, 0) est envoyé sur 3 et l’élément
(0, 2) est envoyé sur 5.

Corollaire 1.4 L’ensemble des entiers relatifs, Z, est dénombrable.

Le théorème suivant est loin d’être trivial.
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Figure 1.1: Bijection de N × N avec N.

Théorème 1.5 S’il existe une injection de l’ensemble X dans l’en-
semble Y et une injection de Y dans X alors il existe une bijection
de X dans Y.

Corollaire 1.6 L’ensemble des rationnels, Q est dénombrable.

Démonstration. Il existe évidemment une injection de N dans Q et par
construction de Q, il existe une injection de Q dans Z × Z, qui d’après
le théorème précédent est en bijection avec N. Par conséquent, Q est en
bijection avec N. ■

Une suite d’éléments d’un ensemble E est une famille dénombrable
et ordonnées d’éléments de E : x = (xn n ∈ N). On aura très souvent
recours à la notion de suite extraite, c’est-à-dire d’une suite composée
d’une partie seulement des éléments de x. Il est d’usage d’écrire

(xnk , k ∈ N).

Cette notation s’avère moyennement agréable quand il s’agit d’extraire
des sous-suites de suites extraites. Une autre façon de présenter les
suites extraites se fait au moyen d’une fonction ϕ croissante de N dans
N et de considérer

xϕ = (xϕ(k), n ∈ N).

Le lien avec la présentation précédente se fait en prenant

ϕ : N −→ N

k 7−→ nk.

Pour extraire une suite d’une sous-suite, il suffit de considérer xψ◦ϕ. Vous avez accès aux corrigés de cette
feuille à cette URL.

http://www.bibmath.net/ressources/justeunefeuille.php?id=13877
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Exercice 1.1 Les ensembles suivants sont-ils dénombrables ?

1) {2n; n ≥ 0} ;
2) N × R ;
3) Q[

√
2] = {a + b

√
2; a, b ∈ Q} ;

4) l’ensemble des nombres premiers ;
5) l’ensemble des fonctions de R dans R.

■

Exercice 1.2 Soit f : [a, b] → R une fonction croissante bornée.
Pour x ∈]a, b[, on pose δ(x) = limy→x+ f (y) − limy→x− f (y)
(c’est le « saut » de f en x).

1) Pour n ∈ N∗, démontrer que En = {x ∈]a, b[; δ(x) > 1/n}
est fini.

2) En déduire que l’ensemble des points de discontinuité de f
est au plus dénombrable.

3) Généraliser ce résultat au cas où f est définie sur R.

■

1.2 Maximum, majorant, borne supérieure

Définition 1.7 Une relation d’ordre ≼ sur un ensemble E est une
relation qui vérifie les axiomes suivants :

Réflexivité : x ≼ x, pour tout x ∈ E,

Anti-symétrie : (x ≼ y) et (y ≼ x) implique x = y,

Transitivité (x ≼ y) et (y ≼ z) implique (x ≼ z).

L’ensemble E est totalement ordonné si pour tout couple
d’éléments de E, x et y, on a

(x ≼ y) ou (y ≼ x).

Sinon, E est dit partiellement ordonné.

■ Exemple 1.2 Au delà de l’exemple de R et de l’ordre naturel, on utilise
fréquemment l’ordre partiel donné par la relation d’inclusion sur les
sous-ensembles de E. ■

Définition 1.8 Soit P une partie de (E,≼). L’élément c de E est un
majorant de P si

∀x ∈ P, x ≼ c.
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Un élément c de P est maximal si

c ≼ x et x ∈ P =⇒ x = c.

Un ensemble (E,≼) est dit inductif si tout sous-ensemble
ordonné de E admet un majorant.

Le résultat principal qui est en filigrane de nombre de théorèmes à
venir est le lemme de Zorn.

Lemme 1.9 Tout ensemble totalement ordonné, inductif, non vide
admet un élément maximal.

Définition 1.10 Soit P ⊂ E, si l’ensemble des majorants de P admet
un plus petit élément M, on dit que M est la borne supérieure
de P. On note

M = sup{x, x ∈ P}.

La borne inférieure de P est m, le plus grand majorant (s’il
existe) des minorants de P. On note

m = inf{x, x ∈ P}.

Dans R, on a la caractérisation suivante :

Définition 1.11 Soit A ⊂ R, A admet une borne inférieure, notée
inf A si

1) ∀x ∈ A, x ≥ inf A
2) ∀ϵ > 0, il existe x ∈ A tel que x ≤ inf A + ϵ.

A une borne supérieure, notée sup A si

1) ∀x ∈ A, x ≤ sup A
2) ∀ϵ > 0, il existe x ∈ A tel que x ≥ sup A − ϵ.

En prenant les valeurs successives de ϵ = 1, 1/2, 1/3, · · · , on voit qu’il
existe une suite (xn, n ≥ 1) d’éléments de A tels que

inf A ≤ xn ≤ inf A +
1
n

,

c’est-à-dire une suite de points de A qui approche aussi près que
possible la borne inférieure de A. L’un des enjeux est de savoir si cette
borne est atteinte, i.e. est-ce que xn converge vers un point de A ou
pas ?

■ Exemple 1.3 Si A = {1/x, x ≥ 1} alors inf A = 0 mais n’est jamais
atteinte. ■
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1.3 Distances

Définition 1.12 Un ensemble non vide E est dit métrique s’il existe
une fonction distance d : E × E → [0,+∞[ qui satisfait les
axiomes suivants :

1) d(x, y) = d(y, x),
2) d(x, y) ≥ 0 avec égalité si et seulement si x = y,
3) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

■ Exemple 1.4 Distance sur R : Sur R, on considère d(x, y) = |x − y|.
C’est une distance en vertu de l’inégalité triangulaire.

Distance à partir d’autres distances : Si d1, · · · , dn sont des distances sur
E1, · · · , En alors pour tout p ≥ 1,

dp

(
(x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)

)
=

(
n

∑
k=1

dk(xk, yk)
p

)1/p

(1.1)

est une distance sur E = E1 × . . . × En. Voir la démonstration dans
les exercices.

Transformation par une fonction : Si ϕ : E → F est bijective, alors

dF(ϕ(x), ϕ(y)) = dE(x, y)

est une distance sur F.

Distance euclidienne : Sur R2 l’ensemble des points du plan dont on
nota les coordonnées (x1, x2), on pose

d2
(
(x1, x2), (y1, y2)

)
=
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.

Distance ℓp : Sur Rn, on considère aussi les distances dites ℓ∞

d∞
(
(x1, ..., xn), (y1, ..., yn)

)
=

n
max
k=1

|xk − yk|

et plus généralement ℓp pour p ≥ 1,

dp
(
(x1, ..., xn), (y1, ..., yn)

)
= (

n

∑
i=1

|xi − yi|p)1/p.

Distance de Hamming : Sur {0, 1}N , on considère souvent la distance
par

d ((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) =
n

∑
k=1

1{xk ̸=yk}.

Graphe : Sur un graphe, la distance entre deux points est le nombre
d’arêtes du plus court chemin entre les deux points.

■
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Certaines de ces distances sont des cas particuliers de normes. Pour
les espaces vectoriels (i.e., des espaces où l’on a une notion d’addi-
tion et de multiplication par un scalaire), on a souvent la notion de
norme.

Définition 1.13 Soit E un espace vectoriel, une norme NE est une
application de E dans R+ qui satisfait les propriétés suivantes :

1) NE(x) = 0 ⇐⇒ x = 0
2) NE(λx) = |λ|NE(x)
3) NE(x + y) ≤ NE(x) + NE(y)

Dans ces conditions,

dE(x, y) = NE(x − y)

est une distance sur E.

■ Exemple 1.5 1) L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] est sou-
vent muni de la norme uniforme ou norme infinie

∥ f ∥∞ = sup
x∈[0,1]

| f (x)|.

2) La distance euclidienne est une norme, de même que toutes les
distances ℓp.

On verra bien d’autres normes plus tard dans ce cours. ■

Définition 1.14 La boule ouverte centrée en x et de rayon r, notée
B(x, r), est l’ensemble

{y ∈ E, d(x, y) < r}.

Un ensemble U est dit ouvert si pour tout x ∈ U, il existe r > 0
(dépendant de x) tel que B(x, r) ⊂ U.

Pour un ensemble U quelconque, les points x ∈ U pour
lesquels il existe une telle boule forment l’intérieur de U.

Un ouvert n’est donc rien d’autre qu’un ensemble dont tous
les points sont intérieurs.

L’intérieur d’un ensemble A, noté
◦
A, est l’ensemble des points

intérieurs à A.

Lemme 1.15 Une boule ouverte est un ensemble ouvert.

Définition 1.16 Soit S ̸= ∅. Le point p est une valeur d’adhérence
de S si et seulement si pour tout ϵ > 0, B(p, ϵ) ∩ S est non vide.

■ Exemple 1.6 Les points 1 et −1 sont deux valeurs d’adhérence de
l’ensemble S = {(−1)n, n ≥ 0}. ■
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Définition 1.17 On dit que x est la limite de la suite (xn, n ≥ 1) si
pour tout ϵ > 0, il existe nϵ > 0 tel que

n ≥ nϵ =⇒ d(x, xn) < ϵ.

Notons qu’à l’inverse des valeurs d’adhérence qui peuvent être
multiples, la limite d’une suite, si elle existe, est nécessairement
unique.

Au final, les valeurs d’adhérence sont les limites des suites extraites
comme le prouve le théorème suivant.

Théorème 1.18 Soit S ̸= ∅. Le point p est une valeur d’adhérence
de S si et seulement si il existe une suite (xn, n ≥ 1) de points
de S dont p est la limite.

On note S, l’ensemble des points adhérents à S.

Démonstration. On procède par double implication.
Étape =⇒. On applique la définition des valeurs d’adhérence pour
ϵ = 1, 1/2, 1/3, . . . Il existe donc xn ∈ S tel que

d(xn, p) ≤ 1
n
·

La suite ainsi construite converge bien vers p.
Étape ⇐=. Par définition de la convergence d’une suite, pour tout
ϵ > 0, il existe xn ∈ S tel que

d(xn, p) ≤ ϵ,

ce qui signifie que

xn ∈ B(p, ϵ) ∩ S,

donc p est bien adhérent à S. ■

Définition 1.19 Un ensemble F est fermé si son complémentaire
est ouvert.

Théorème 1.20 Un ensemble est fermé si et seulement si il contient
toutes ses valeurs d’adhérence. Autrement dit, F est fermé si et
seulement si

F = F.

Démonstration.
Étape =⇒. Soit F fermé et x une valeur d’adhérence de F. Si x n’appar-
tient pas à F, il appartient à son complémentaire qui, par définition, est
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ouvert. Par définition d’un ouvert, il existe δ > 0 tel que B(x, δ) ⊂ Fc

donc en particulier (
B(x, δ) ∩ F

)
⊂ (Fc ∩ F) = ∅,

ce qui est contraire à la définition d’une valeur d’adhérence. Par consé-
quent, toutes les valeurs d’adhérence de F appartiennent à F.
Étape ⇐=. On suppose que F ⊂ F et l’on veut montrer que Fc est un
ouvert. Soit x ∈ Fc, x n’est donc pas une valeur d’adhérence de F.

En niant la définition des valeurs d’adhérence, on obtient qu’il existe
δ > 0 tel que B(x, δ) ∩ F soit vide. Autrement dit, B(x, δ) ⊂ Fc donc Fc

est ouvert. ■

Corollaire 1.21 — Critère de fermeture. Un ensemble F est fermé si et
seulement si toute suite de points de F qui converge, converge
vers un point de F.

Démonstration.
Étape =⇒. Soit F fermé et (xn, n ≥ 1) une suite de points de F qui
converge vers x. Par définition, x est une valeur d’adhérence de F donc
appartient à F.
Étape ⇐=. Réciproquement, si toute suite de points de F qui converge
a une limite dans F, d’après le théorème 1.18, cela signifie que toutes
les valeurs d’adhérence de F appartiennent à F donc que F est fermé
d’après le théorème 1.20. ■

■ Exemple 1.7 1) On en déduit que trivialement un point (i.e. un en-
semble qui est un singleton) est un fermé.

2) La boule fermée

B̄(x, r) = {y ∈ E, d(x, y) ≤ r}

est un ensemble fermé.
■

La notion d’image réciproque est très utile. Les notations peuvent prêter à confu-
sion. Si f est bijective, f−1 est sa fonc-
tion réciproque telle que f ( f−1(x)) =
f−1( f (x)) = x mais pour définir f−1(A),
la bijectivité n’est pas nécessaire.

Définition 1.22 Soit f E −→ F et A ⊂ F,

f−1(A) = {x ∈ E, f (x) ∈ A}.

Lemme 1.23 Les images réciproques ont de nombreuses proprié-
tés :

1) f−1(A ∩ B) = f−1(A)∩ f−1(B), pareil pour une intersection
d’un nombre quelconque d’ensemble.
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2) f−1(A ∪ B) = f−1(A) ∪ f−1(B), pareil pour une réunion
d’un nombre quelconque d’ensemble.

3) ( f ◦ g)−1(A) = g−1( f−1(A))

4) f ( f−1(A)) ⊂ A avec égalité si f est surjective
5) A ⊂ f−1( f (A)) avec égalité si f est injective

Démonstration. Laissée en exercice. ■

Exercice 1.3 Montrer que l’union d’un nombre dénombrable d’ou-
verts est un ouvert. Trouver un contre-exemple qui montre que
l’intersection d’un nombre dénombrable d’ouverts n’est pas né-
cessairement un ouvert. ■

Exercice 1.4 En admettant que

(
n

∑
k=1

|xk + yk|p)1/p ≤ (
n

∑
k=1

|yk|p)1/p + (
n

∑
k=1

|xk|p)1/p,

montrer que la fonction définie par (1.1) est bien une distance. ■

■ Exemple 1.8 — Loi des événements rares. Terminons ce chapitre par un
exemple de distance sur un espace un peu inhabituel, celui des mesures
de probabilités sur N.

Définition 1.24 On note P l’ensemble des mesures de probabilités
sur N, c’est-à-dire l’ensemble des suites de nombres réels positifs
dont la somme fait 1 :

P =

{
P = (pn)n≥0, pk ≥ 0 et

∞

∑
k=0

pk = 1

}
.

Pour tout ensemble A ⊂ N, on note

P(A) = ∑
n∈A

pn

qui représente évidemment la probabilité de l’ensemble A pour
la mesure de probabilité P.

Définition 1.25 — Distance en variation totale. Pour deux probabilités
P et Q, on définit

d(P, Q) = sup
A⊂N

(P(A)− Q(A)).

Il existe d’autres représentations de cette distance.
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Lemme 1.26 Pour deux probabilités P et Q sur N, on a

d(P, Q) = sup
A⊂N

|P(A)− Q(A)| (1.2)

= ∑
n≥0

(pn − qn)
+ (1.3)

où pn = P({n}) et qn = Q({n}).

Démonstration. Étape 1. Montrons d’abord (1.2). On a

|P(A)− Q(A)| = sup(P(A)− Q(A), Q(A)− P(A))

= sup(P(A)− Q(A), P(Ac)− Q(Ac)).

Donc

sup
A

|P(A)− Q(A)| ≤ sup
A

sup(P(A)− Q(A), P(Ac)− Q(Ac))

= sup
A

(P(A)− Q(A)).

L’inégalité
d(P, Q) ≤ sup

A⊂N
|P(A)− Q(A)|

est évidente.
Étape 2. D’autre part part, on a

P(A)− Q(A) = ∑
n∈A

(pn − qn)

≤ ∑
n∈A

(pn − qn)
+

≤ ∑
n∈N

(pn − qn)
+

avec égalité si A = {n, pn ≥ qn}. Ce qui donne (1.3) ■

Théorème 1.27 La fonction d est une distance sur P .

Démonstration. Pour l’inégalité triangulaire, on remarque pour tout
B ⊂ N,

|P(B)− R(B)| ≤ |P(B)− Q(B)|+ |Q(B)− R(B)|
≤ sup

A⊂N
|P(A)− Q(A)|+ sup

A⊂N
|Q(A)− R(A)|

= d(P, Q) + d(Q, R).

Comme cette inégalité est vraie pour tout ensemble B et que le majorant
ne dépend pas de B, on en déduit que

d(P, R) = sup
B⊂N

|P(B)− R(B)| ≤ d(P, Q) + d(Q, R).

Les autres propriétés sont évidentes donc d est une distance. ■
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En termes de variables aléatoires, on peut trouver une autre expression
plus intuitive de la distance en variation totale. Soit deux variables
aléatoires X et Y définies sur le même espace (Ω,A) de lois respectives
P et Q :

P(X ∈ A) = P(A) et P(Y ∈ A) = Q(A).

Avant de donner le résultat suivant, il est nécessaire de faire une petit
rappel de probabilités : les lois dites marginales de X et de Y ne suffisent
pas à caractériser la loi du couple (X, Y). Supposons par exemple que
X et Y soient toutes deux de loi uniforme dans {1, 2} :

P(X = i) = P(Y = i) =
1
2

, ∀i = 1, 2.

Dans un premier cas, on peut considérer que la loi du couple est donnée
par

P(X = i, Y = i) =
1
2

et P(X ̸= Y) = 0.

On retrouve bien que X et Y suivent une loi uniforme sur {1, 2}. On
peut tout aussi bien avoir (X, Y) de loi uniforme sur {1, 2}2, qui donne
les mêmes marginales. Toute loi de couple qui respecte les marginales
s’appelle un couplage. Le couplage optimal (s’il existe) est celui qui
minimise la probabilité que X soit différent de Y. L’importance de cette
notion apparaît dans le lemme suivant.

Lemme 1.28 On a la représentation suivante :

d(P, Q) = inf{P(X ̸= Y), Loi(X) = P, Loi(Y) = Q}. (1.4)

Dans la suite, on pose

C = {X = Y}.

Démonstration. Étape 1. Dans une première étape, on va montrer que

P(X ∈ A)− P(Y ∈ A) ≤ P(Cc). (1.5)

On a

P(A)− Q(A) = P(X ∈ A; X = Y) + P(X ∈ A; X ̸= Y)

− P(Y ∈ A; X = Y)− P(Y ∈ A; X ̸= Y)

= P(X ∈ A; X ̸= Y)− P(Y ∈ A; X ̸= Y)

≤ P(X ̸= Y),

en oubliant le terme négatif et en majorant la probabilité de l’intersec-
tion par la probabilité d’un seul des deux événements.
Étape 2. Le terme de droite de (1.5) ne dépend pas de A donc

d(P, Q) ≤ P(X ̸= Y)
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pour tous les couples de variables aléatoires X et Y de loi respective P
et Q. L’ensemble de tels couples est non vide puisqu’il suffit de prendre
X et Y indépendantes donc l’ensemble de réels,

{P(X ̸= Y), Loi(X) = P, Loi(Y) = Q}

admet une borne inférieure et

d(P, Q) ≤ inf{P(X ̸= Y), Loi(X) = P, Loi(Y) = Q}.

Étape 3. L’inégalité dans l’autre sens repose sur la notion de couplage
optimal en probabilités que nous n’aborderons pas ici. ■

Soit (X1, · · · , Xn) et (Y1, · · · , Yn) deux familles de variables aléa-
toires identiquement distribuées. Soit P, respectivement Q, la loi de la
somme des Xi, respectivement des Yi.

Lemme 1.29 On a une majoration digne d’une norme :

d(P, Q) ≤ n d(PX1 , PY1). (1.6)

Démonstration. Étape 1. Montrons d’abord que

P(
n

∑
i=1

Xi ̸=
n

∑
i=1

Yi) ≤
n

∑
i=1

P(Xi ̸= Yi).

En passant aux complémentaires, on a

n⋂
i=1

(Xi = Yi) ⊂ (
n

∑
i=1

Xi =
n

∑
i=1

Yi)

donc

(
n

∑
i=1

Xi ̸=
n

∑
i=1

Yi) ⊂
n⋃

i=1

(Xi ̸= Yi).

On conclut grâce à la borne de l’union.
Étape 2. Comme les variables aléatoires sont identiquement distribuées

n

∑
i=1

P(Xi ̸= Yi) = n P(X1 ̸= Y1).

Il suffit ensuite d’appliquer (1.4). ■

On admet maintenant que (voir ci-dessous)

d(Ber(p), Poisson(p)) ≤ p2. (1.7)

On en déduit le résultat final.
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Théorème 1.30 — Loi des événements rares. La distance entre la loi
binomiale de paramètres n et p et la loi de Poisson de paramètre
np est majorée explicitement comme suit :

d
(

Bin(n, p), Poisson(np)
)
≤ np2.

Démonstration. Choisissons pour Xi la loi de Bernoulli de paramètre p
et Yi la loi de Poisson de paramètre p. Comme ∑n

i=1 Xi suit une loi
binomiale de paramètres n et p et ∑n

i=1 Yi suit une loi de Poisson de
paramètre np, on conclut grâce à (1.6). ■

Si maintenant on considère que

pn =
λ

n

alors on obtient

d
(

Bin(n, pn), Poisson(λ)
)
≤ λ2

n
,

c’est-à-dire la version quantitative de la loi dite des événements rares. ■

■ Remarque 1 — Couplage optimal. Pour montrer (1.7), on peut utiliser la
technique de couplage optimal. Soit P et Q deux mesures de probabili-
tés sur N, on pose

c = ∑
i

min(pi, qi).

On suppose c ∈]0, 1[. Soient I, V, W1 et W2 des variables aléatoires
indépendantes choisies telles que

P(I = 1) = c

P(V = n) =
1
c
(pn ∧ qn)

P(W1 = n) =
pn − c P(V = n)

1 − c

P(W2 = n) =
qn − c P(V = n)

1 − c

On pose enfin

X̂i =

V si I = 1,

Wi si I = 0.

Dans ces conditions,

P(X̂i = n) = P(V = n)P(I = 1) + P(Wi = n)P(I = 0) = P(Xi = n).

Par construction,
P(X = Y) = P(I = 0) = c.
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Pour X qui suit une loi de Bernoulli de paramètre p et Y qui suit une
loi de Poisson de paramètre p, on a

1 − p ≤ e−p

p ≥ pe−p

donc, comme e−p ≥ 1 − p,

c = 1 − p + pe−p ≥ 1 − p + p(1 − p) = 1 − p2.

Par conséquent, en utilisant (1.4), on obtient

d(P, Q) ≤ 1 − c ≤ p2.

Le même genre d’argument permet de montrer l’égalité dans (1.4). ■





2
Continuité et compacité

Figure 2.1: Ensemble de Mandelbrot

2.1 Fonctions continues

Définition 2.1 Soit f : (E, d) −→ (Y, ρ). La fonction f est continue
en x ∈ E si pour tout ϵ > 0, il existe rϵ,x > 0 tel que

∀ y ∈ B(x, rϵ,x), ρ( f (x), f (y)) < ϵ.

La fonction f est continue sur E si elle est continue en tout
point de E.

Théorème 2.2 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) La fonction f est continue en x.
2) Pour toute suite (xn, n ≥ 1) qui converge vers x, f (xn)

converge vers f (x).

Démonstration.

=⇒ Pour tout ϵ > 0, il existe B(x, δ) tel que

y ∈ B(x, δ) =⇒ d( f (y), f (x)) < ϵ.

Comme xn converge vers x, il existe nx,δ tel que

n ≥ nx,δ =⇒ d(xn, x) < δ.

Par conséquent,

n ≥ nx,δ =⇒ ρ( f (xn), f (x)) < ϵ.

Ce qui signifie bien que f (xn) tend vers f (x).
⇐= Si f n’est pas continue en x alors il existe ϵ > 0 tel que pour tout

r > 0, il existe y ∈ B(x, r) tel que

d( f (y), f (x)) > ϵ.
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En prenant r = 1, 1/2, 1/3, . . ., on construit une suite (xn, n ≥ 1)
tels que

d(xn, x) <
1
n

et d( f (xn), f (x)) > ϵ. (2.1)

Or, d’après l’hypothèse, comme, en vertu de la première partie
de (2.1), xn converge vers x, f (xn) converge vers f (x), ce qui est
contraire à la deuxième partie de (2.1).

■
La propriété suivante est fort utile pour
démontrer que des ensembles sont des
fermés ou des ouverts.Théorème 2.3 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f est continue sur E
2) L’image réciproque d’un ouvert de Y par f est un ouvert

de E
3) L’image réciproque d’un fermé de Y par f est un fermé de E

Démonstration.
Étape 1.=⇒ 2.. Soit V un ouvert de Y. Soit x ∈ f−1(V). On a par
définition de l’image réciproque, f (x) ∈ V. Or V est un ouvert donc il
existe ϵ tel que B( f (x), ϵ) ⊂ V. Comme f est continue, il existe δ > 0
tel que

z ∈ B(x, δ) =⇒ ρ( f (z), f (x)) < ϵ

⇐⇒ f (z) ∈ B( f (x), ϵ).

Or B( f (x), ϵ) ⊂ V donc f (z) ∈ V. Autrement dit, f−1(V) contient
B(x, δ) donc est un ouvert.
Étape 2.⇐⇒ 3. . Évident puisque f−1(Ac) = ( f−1(A))c.
Étape 3.=⇒ 1.. Soit x ∈ E. Considérons l’ouvert B( f (x), ϵ). Son image
réciproque est un ouvert donc contient B(x, δ) pour un certain δ > 0.
Mais dire que

B(x, δ) ⊂ f−1(B( f (x), ϵ))

revient à dire que pour tout z distant de x de moins de ϵ, f (z) appartient
à B( f (x), ϵ), ou encore

d(x, z) < δ =⇒ ρ( f (z), f (x)) < ϵ,

ce qui est exactement la définition de la continuité. ■

■ Exemple 2.1 a- Du point de vue topologique, l’ensemble des matrices
n × n, noté Mn(R), est de la même nature que Rn2

. Pour n’importe
laquelle des normes ℓp, la fonction déterminant

det : M 7−→det M

= ∑
σ∈Sn

ε(σ)m1σ(1) . . . mnσ(n)
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est une fontion polynomiale des coefficients (mij, 1 ≤ i, j ≤ n) de
M donc elle est continue. L’ensemble R\{0} est le complémentaire
d’un fermé dans R donc c’est un ouvert. Par conséquent, l’ensemble
des matrices inversibles est un ouvert.

b- Soit f : R → R continue, son graphe G = {(x, f (x)), x ∈ R} est
un ensemble fermé : on considère la fonction

G : R × R −→ R

(x, y) 7−→ y − f (x)

qui est continue. Comme G = G−1({0}), on en déduit que G est
fermé.

■

Définition 2.4 L’adhérence d’un ensemble A, noté A, est aussi le
plus petit fermé contenant A (dont l’existence est garantie par
le lemme de Zorn). Un ensemble A est dense dans E lorsque
A = E.

On appelle intérieur de A, noté
◦
A, le plus grand ouvert

contenu dans A.
On appelle frontière de A, notée ∂A,

∂A = A \
◦
A.

Exercice 2.1 Soit f continue. Montrer que

f−1(A) ⊂ f−1(A).

■

Exercice 2.2 Montrer que GLn(R) est un ouvert dense dans Mn(R).
■

Exercice 2.3 Soit (E, d) un espace métrique et x0 ∈ E.

1) Montrer que l’application y 7−→ d(x0, y) est continue.
2) En déduire qu’une boule ouverte est ouverte et qu’une boule

fermée est fermée.
3) Quelle est la frontière d’une boule dans un espace métrique ?

■

Exercice 2.4 1) Montrer

∂A = A ∩ Ac
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2) En déduire que ∂A est fermée.
3) Quelle est la frontière de Q ?

■

Exercice 2.5 Le support d’une fonction à valeurs réelles est l’adhé-
rence de l’ensemble des points où elle ne s’annule pas :

supp f = {x ∈ E, f (x) ̸= 0}.

1) Quelle est la nature topologique du support de f ?
2) Quel est le support de x 7→ x2 ?
3) Construire une fonction C1 à support dans [−1, 1].

Pour f , g continue sur R à supports dans [0, 1], on pose

f ∗ g(x) =
∫

R
f (y)g(x − y) dy.

On admet que l’on peut considérer que f et g sont nulles sur
[0, 1]c.

4) Montrer que f ∗ g est bien défini.
5) Montrer que

supp f ∗ g ⊂ [0, 2]

On peut montrer plus généralement que

supp f ∗ g ⊂ supp f + supp g.

■

2.2 Ensembles compacts

Définition 2.5 Un ensemble K d’un espace métrique est compact
si pour tout recouvrement de K par des ouverts, il existe un
sous-recouvrement fini.

Lemme 2.6 Une réunion finie de compacts est compacte.

Démonstration. Soit (Ui, i ≥ 1) une famille d’ouverts qui recouvre
K = ∪n

j=1Kj, une réunion finie de compacts. Pour tout j, on note

Ij = {i, Ui ∩ Kj ̸= ∅}.

On a nécessairement
Kj ⊂

⋃
k∈Ij

Uk

sinon les Ui ne seraient pas un recouvrement de K. Comme Kj est
compact on peut restreindre son recouvrement à un nombre fini des Ui.
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Cela revient à dire que quitte à les restreindre, on peut considérer que
les Ij sont finis donc

n⋃
j=1

⋃
k∈Ij

Uk

est bien un recouvrement fini de K. ■

Définition 2.7 Un ensemble K est dit séquentiellement compact si
de toute suite, on peut extraire une sous-suite convergente vers
un point de K.

Théorème 2.8 — Théorème de Bolzano-Weierstrass. Dans un espace
métrique (E, d), il y a équivalence entre les trois propriétés sui-
vantes :

1) K est compact.
2) Toute suite décroissantes de fermés non vides de K admet

une intersection non vide.
3) K est séquentiellement compact.

En d’autres termes, toute suite de points de K admet au moins
une valeur d’adhérence.

Ce théorème nécessite des lemmes préparatoires.

Lemme 2.9 — Séquentiellement compact implique totalement borné. Soit
K un ensemble séquentiellement compact. Quel que soit ϵ > 0,
il existe un recouvrement de K par une famille finie de boules
de rayon inférieur à ϵ.

Démonstration. Par l’absurde, si la propriété voulue est fausse alors il
existe ϵ > 0 tel que pour tout x1 ∈ K, il existe x2 qui n’appartient pas à
B(x1, ϵ). De même, il existe

x3 /∈ B(x1, ϵ) ∪ B(x2, ϵ).

On peut itérer le procédé et construire une suite telle que

d(xn, xn+p) > ϵ, ∀n, p.

On ne peut pas en extraire une suite convergente d’où une contradiction
avec l’hypothèse de séquentielle compacité. ■

Lemme 2.10 — Nombre de Lebesgue. Soit K séquentiellement com-
pact et (Oi, i ∈ I) un recouvrement d’ouverts de K. Il existe
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r > 0 tel que pour tout x ∈ K, il existe ix satisfaisant

B(x, r) ⊂ Oix .

Démonstration. Le contraire de la propriété désirée est que pour tout
choix de r > 0, il existe x ∈ K tel que B(x, r) ne soit incluse dans
aucun Oi. On prend r = 1, 1/2, 1/3, · · · et l’on construit ainsi une suite
(xn, n ∈ N) tel que xn ∈ K et B(xn, 1/n) ne soit incluse dans aucun
Oi. Quitte à extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite xn

converge vers un point x ∈ K. Comme les Oi recouvrent K, il existe
i0 ∈ I tel que x appartienne à Oi0 .

Comme Oi0 est ouvert, il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊂ Oi0 . Mézalor, si
l’on choisit n tel que d(x, xn) < r/2 et 1/n < r/2, pour y ∈ B(xn, 1/n),

d(x, y) ≤ d(x, xn) + d(xn, y) ≤ r. (2.2)

Donc, on a
B(xn, 1/n) ⊂ B(x, r) ⊂ Oi0 ,

d’où la contradiction. ■

Nous pouvons maintenant montrer le théorème de Bolzano-Weierstrass.

Démonstration.
Étape 1. =⇒ 2.. Soit (Fn, n ≥ 1) une suite décroissante de fermés de K,
on note Fc

n le complémentaire de Fn dans K. On a

∞⋂
n=1

Fn = ∅ =⇒
∞⋃

n=1

Fc
n = K.

Par conséquent, si 2. est faux, les Fc
n réalise un recouvrement ouvert de

K. Il suffit d’en prendre un nombre fini pour recouvrir K donc il existe
n0 fini tel que

K ⊂
n0⋃

n=1

Fc
n,

ce qui implique

Fn0 =
n0⋂

n=1

Fn ⊂ Kc.

Or Fn0 est, par hypothèse, un sous-ensemble de K donc

Fn0 = ∅

ce qui est contraire à l’hypothèse sur les Fn, d’où la contradiction.
Étape 2. =⇒ 3.. Soit (xj, j ≥ 1) une suite de points de K et considérons

Ak = {xj, j ≥ k} et Fk = adhérence de Ak.

Les Fk forment une famille décroissantes de fermés non vides donc il
existe un point commun à tous, noté y. On va montrer que l’on peut
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extraire de la suite initiale, une suite qui converge vers y. Comme y est
dans F1 = A1, on sait qu’il existe xj tel que

d(y, xj) ≤ 1.

Posons y1 = xj et φ(1) = j. Supposons construits φ et y1, · · · , ym tels
que yj ∈ Fφ(j) et

d(y, yl) ≤
1
l

, ∀1 ≤ l ≤ m.

Comme y appartient à Fφ(m), il existe un indice, noté φ(m + 1) > φ(m)

tel que

d(y, xφ(m+1)) ≤
1

m + 1
·

On pose ym+1 = xφ(m+1) et on a bien construit une suite extraite qui
converge vers y.
Étape 3. =⇒ 1.. Soit (Oi, i ∈ I) un recouvrement ouvert de K. Soit r > 0
dont l’existence est assurée par le lemme 2.10. D’après le lemme 2.9
pour ϵ = r, il un nombre fini de points de K tel que

K ⊂
n⋃

k=1

B(xk, ϵ).

Pour chacune de ces boules, il existe l’un des ouverts Oi qui la contient :
pour tout k, il φ(k) (on ne demande pas à ce que φ soit une fonction
croissante) tel que

B(xk, ϵ) ⊂ Oφ(k)

donc

K ⊂
n⋃

k=1

Oφ(k).

■

Lemme 2.11 Un fermé inclus dans un compact est compact.

Démonstration. Soit x = (xn, n ≥ 0) une suite de points d’un fermé
F inclus dans un compact K. D’après 2.8, il existe une sous-suite xϕ

qui converge vers x dans K. Comme F est fermé, il contient toutes ses
valeurs d’adhérence donc x ∈ F. On a donc extrait de x une sous-suite
qui converge vers un élément de F. ■

Pour le théorème suivant, il nous faut introduire la notion de topologie
produit pour une famille d’espaces métriques.

Définition 2.12 Soit
(
(Ei, di), i ≥ 1

)
une suite d’espaces métriques.

La topologie l’espace produit ×i≥1Ei qui est l’ensemble des
suites dont la i-ième composante appartient àEi, est donnée par
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la distance

d
(
(xi, i ≥ 1), (yi, i ≥ 1)

)
=

∞

∑
i=1

2−i d(xi, yi)

1 + d(xi, yi)
·

Théorème 2.13 — Théorème de Tychonoff. Un produit cartésien d’un
nombre dénombrable d’ensemble compacts est compact pour la
topologie produit.

Démonstration. Étape Pour un nombre fini d’ensembles. Soit E1, · · · , En

des espaces métriques et soit K1, K2, · · · des compacts dans chacun
d’entre eux. On pose K = K1 × . . . × Kn. Un élément de K a n compo-
santes. Soit x = (xk, k ≥ 0) une suite d’éléments de K,

xk = (xn(1), · · · , xn(k)).

On raisonne par tranche. Soit x1 la suite des premières composantes

x1 = (x1(1), x2(1), . . .).

C’est une suite d’éléments de K1 qui est compact donc on peut en
extraire une sous-suite xϕ1 convergente. On prend ensuite la suite

x2 = (xϕ1(1)(2), xϕ1(2)(2)),

composée des deuxièmes composantes mais seulement pour les indices
de la suite extraite précédemment. On peut aussi extraire une suite
convergente de cette suite, xϕ2 . Comme cette suite est extraite de xϕ1 ,
on a xϕ2(n)(1) et xϕ2(n)(2) convergentes. On procède ensuite pour les
composantes suivantes. Au final, on a bien construit une suite conver-
geant simultanément pour toutes les composantes donc convergeant
dans E1 × . . . × En.
Étape Pour un nombre dénombrable d’ensembles. x = (xk, k ≥ 0) une suite
d’éléments de K et N tel que

∑
i≥N+1

2−i ≤ ϵ.

On continue la construction précédente par récurrence jusqu’à l’infini.
Chacune des sous-suites xϕn(n)(i) converge vers un élément noté x(i).
On a

d(xϕn(n), x) ≤
N

∑
i=1

2−i d(xϕn(n)(i), x(i))
1 + d(xϕn(n)(i), x(i))

+ ϵ.

En choisissant n assez grand, chacun des N premiers termes de la
somme peut être rendu plus petit que ϵ donc pour n assez grand,

d(xϕn(n), x) ≤ Nϵ + ϵ,

ce qui revient à dire que xϕn(n) converge vers x. ■
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Définition 2.14 Un ensemble A de l’espace métrique (E, d) est
borné si il existe x ∈ E et r > 0 tel que A ⊂ B(x, r).

Théorème 2.15 Un compact est fermé et borné.
On verra plus tard que la réciproque de

cette propriété est vraie pour les espaces
vectoriels normés de dimension finie.Démonstration.

Étape Fermé. Soit x une suite de points de K compact qui converge
vers p. Toute la question est de savoir si p appartient à K. Or on peut
extraire de x une suite convergente xϕ dans K vers pϕ. Comme la suite
globale x converge, pϕ = p donc p appartient à K.
Étape Borné. Soit x ∈ K. Si K ∈ B(x, 1) alors on a fini. Sinon, il existe
x2 ⊂ B(x, 1)c. Si

K ⊂ B(x1, 1) ∪ B(x2, 1)

alors on a fini. Sinon on recommence. Si on peut itérer le procéder un
nombre infini de fois alors on a construit une suite de points de K qui
sont distants entre eux de plus de 1 :

∀i ̸= j, d(xi, xj) ≥ 1. (2.3)

On peut extraire de cette suite une suite convergente puisque K est
supposé compact, ce qui est contradictoire avec (2.3). Par conséquent, il
existe x1, · · · , xn tels que

K ⊂
n⋃

j=1

B(xj, 1).

Soit
r = max

j=2,··· ,n
d(xj, x1) + 1.

D’après l’inégalité triangulaire,

n⋃
j=1

B(xj, 1) ⊂ B(x1, r).

L’ensemble K est donc borné. ■

Théorème 2.16 Dans (Rn, ℓ∞), les parties compactes sont les en-
sembles fermés et bornés.

Démonstration. On sait déjà que les compacts sont fermés et bornés.
Soit maintenant K fermé et borné dans Rn. Il existe A tel que

K ⊂ [−A, A]n.

D’après le théorème de Tychonoff, [−A, A]n est compact et K est fermé
dans un compact donc compact. ■
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Exercice 2.6 On considère C([0, π], C) muni de la norme

∥ f ∥2 =

(
1

2π

∫ 2π

0
| f (t)|2 dt

)1/2

.

On pose
fn(t) = exp(int).

— Calculer ∥ fn∥2 et ∥ fn − fp∥2.

— En déduire que la boule unité fermée dans C pour la norme
L2 n’est pas compacte.

■

Exercice 2.7 Soit (xn, n ≥ 1) une suite convergente dans (E, d),
de limite x. Montrer que

K = {xn, n ≥ 1} ∪ {x}

est compact ■

Exercice 2.8 Soit (Kn, n ≥ 1) une suite décroissante de compacts
non vides de (E, N).

1) Montrer que K =
⋂

n≥1 Kn n’est pas vide.
2) Montrer que s’il existe U ouvert contenant K alors à partir

d’un certain rang Kn ⊂ U.

■

2.3 Continuité et compacité

Théorème 2.17 Soit (E, d) et (Y, ρ) deux espaces métriques et f
continue de E dans Y. L’image d’un compact de E par f est un
compact de Y :

K ⊂ E et K compact =⇒ f (K) compact.

Démonstration. Soit (Ua, a ∈ C) un recouvrement d’ouverts de f (K).
Comme f est continue, les f−1(Ua) sont des ouverts de E.

Soit x ∈ K, il existe a ∈ C tel que f (x) ∈ Ua donc x ∈ f−1(Ua).
Ceci signifie que l’ensemble des f−1(Ua) recouvre K. Comme K est
compact, on peut en sélectionner un nombre fini et garder la propriété
de couverture :

K ⊂
n⋃

j=1

f−1(Uj).
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D’après le point 4. (voir page 18) des propriétés des images directes et
réciproques, on en déduit que

f (K) ⊂
n⋃

j=1

f ( f−1(Uj)) ⊂
n⋃

j=1

Uj.

On a donc bien construit un sous-recouvrement fini d’ouverts de f (K)
donc cet ensemble est compact. ■

Ce théorème a une conséquence fondamentale pour tous les problèmes
d’optimisation par exemple.

Théorème 2.18 Soit f continue d’un ensemble compact K dans R.
La fonction f est bornée et atteint ses bornes : il existe xm et xM

tels que

f (xm) = inf
y∈K

| f (y)| et f (xM) = sup
y∈K

| f (y)|.

Démonstration. Comme f (K) est compact, c’est une partie bornée de R.
Soit λ sa borne supérieure. Par définition d’une borne supérieure, il
existe une suite (yn, n ≥ 1) de points de f (K) qui convergent vers λ. À
chaque indice n, on peut choisir xn ∈ f−1(yn). La suite (xn, n ≥ 1) est
une suite du compact K donc admet une sous-suite convergente. Soit
xM la limite de cette sous-suite. Comme f est continue,

xϕ(n)
n→∞−−−→ xM =⇒ yϕ(n)

n→∞−−−→ f (xM).

Comme on sait déjà que

yϕ(n)
n→∞−−−→ λ,

on en déduit que f (xM) = λ.
On procède de même pour la borne inférieure. ■

Définition 2.19 Une fonction f : (E, d) → (Y, ρ) est uniformément
continue si pour tout ϵ > 0, il existe δϵ > 0 tel que

d(x, y) < δϵ =⇒ ρ( f (x), f (y)) < ϵ.

Rappelons que dans la définition de la continuité en un point x, le
paramètre δ dépend à la fois de ϵ et de x. Ici, il ne dépend que de ϵ,
c’est-à-dire que l’on peut prendre le même pour tous les points x.

Théorème 2.20 — Théorème de Heine. Soit f : E → Y continue sur
un compact K ⊂ E. La fonction f est uniformément continue sur
K.
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Démonstration. Si f n’est pas uniformément continue, il existe ϵ > 0
pour lequel pour tout δ > 0, il existe un couple (xδ, yδ) de points de K
tels que

d(xδ, yδ) < δ et ρ( f (xδ), f (yδ)) > ϵ.

On prend successivement δ = 1, 1/2, · · · , 1/n, ce qui nous donne l’exis-
tence de deux suites (xn, n ≥ 1) et (yn, n ≥ 1) telles que

d(xn, yn) <
1
n

et ρ( f (xn), f (yn)) > ϵ. (2.4)

Comme K est compact, il existe xϕ qui converge vers p. D’après l’inéga-
lité triangulaire,

d(yϕ(n), p) ≤ d(yϕ(n), xϕ(n)) + d(xϕ(n), p).

Pour n assez grand, d(xϕ(n), p) < ϵ et 1/n ≤ ϵ donc

d(yϕ(n), p) ≤ 2ϵ,

ce qui signifie que yϕ(n) tend aussi vers p. D’après (2.4) et la caractéri-
sation séquentielle de la continuité,

ϵ < ρ( f (xϕ(n)), f (yϕ(n)))

≤ ρ( f (xϕ(n)), f (p)) + ρ( f (p), f (yϕ(n)))
n→∞−−−→ 0.

On aboutit donc à une contradiction. Par conséquent, f est uniformé-
ment continue. ■

Exercice 2.9 Soit K et L deux compacts d’un espace vectoriel
normé (E, N). En utilisant le théorème de Tychonoff, montrer
que

K + L = {x + y, x ∈ K, y ∈ L}
est compact. ■

Exercice 2.10 Soit K et L deux compacts de (E, N) disjoints. Mon-
trer que

d(K, L) := inf
x∈K

inf
y∈L

N(x − y) > 0

■

2.4 Compacité dans l’ensemble des fonctions continues

La compacité est l’un des concepts clés de l’analyse fonctionnelle.
En dimension finie, les ensembles compacts sont les fermés bornés
mais en dimension infinie, ce n’est plus le cas. Il existe des critères de
compacité propres à chaque espace topologique d’usage courant. Nous
nous intéressons au cas de l’ensemble des fonctions continues.



continuité et compacité 37

Définition 2.21 Soit (E, d) et (Y, ρ) deux espaces métriques et K
compact dans E. On note C(K; Y) , l’ensemble des fonctions
continues de K dans Y muni de la distance dite infinie :

d∞( f , g) = sup
x∈K

ρ
(

f (x), g(x)
)

.

■ Remarque 2 Si Y = R alors on prendra pour ρ la distance associée à
la norme usuelle sur R. Dans ces conditions, d∞ devient une norme et
l’on note

∥ f ∥∞ = sup
x∈K

| f (x)|.

■
On sait déjà que toutes les fonctions

continues sur un compact sont unifor-
mément continues donc pour chacune
d’entre elles, il existe δ f tel que | f (x)−
f (y)| ≤ ϵ dès que d(x, y) ≤ δ f . L’équi-
continuité d’une famille de fonctions
exige donc que le δ f puisse être choisi
de façon commune à toutes les fonctions,
autrement dit que sup f∈A δ f < ∞.

Définition 2.22 — Equi-continuité. Une famille A de fonctions conti-
nues sur K compact de (E, d) à valeurs dans (Y, ρ) est équi-
continue si pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que

d(x, y) < δ =⇒ ρ( f (x), f (y)) ≤ ϵ, ∀ f ∈ A. (2.5)

■ Exemple 2.2 Soit

A =
{

f ∈ C1([0, 1]; R), ∥ f ′∥∞ ≤ M
}

.

L’ensemble A est équicontinu dans C. En effet,

f (y) = f (x) +
∫ y

x
f ′(z) dz

donc
| f (x)− f (y)| ≤ M |y − x|.

Par conséquent, pour tout ϵ > 0, il suffit de prendre δ = ϵ/M pour que
(2.5) soit vérifiée. ■

Définition 2.23 Un ensemble est dit relativement compact si son
adhérence est compacte.

Théorème 2.24 Soit (E, d) un espace métrique. Un ensemble K ⊂ B
est relativement compact si de toute suite de points de K, on
peut extraire une sous-suite convergeant dans E.

Démonstration. Étape =⇒. Comme K ⊂ K ⊂ E, de toute suite de points
de K (donc de K), on peut extraire une sous-suite convergeant dans K
donc dans E.
Étape ⇐=. En vertu du théorème de Bolzano-Weierstrass, il suffit
de montrer que de toute suite de K on peut extraire une sous-suite
convergente (dont la limite est nécessairement dans K). Soit (xn, n ≥ 1)
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une suite de points de K. Pour tout n, il existe zn ∈ K tel que

d(xn, zn) ≤
1
n
·

Par hypothèse, on peut extraire de la suite (zn, n ≥ 1) une sous-suite
(znk , k ≥ 1) qui converge dans V vers un élément noté z ∈ K. Il reste à
montrer que xnk converge vers z. Or,

d(xnk , z) ≤ d(xnk , znk ) + d(znk , z) ≤ 1
nk

+ d(znk , z).

Pour ϵ > 0 donné, on choisit k tel que

1
nk

≤ ϵ et ∥znk − z∥ ≤ ϵ.

Il s’ensuit que xnk tend vers z. ■

Théorème 2.25 — Ascoli-Arzela. Une famille de fonctions de C(K; Y)
est relativement compacte si et seulement si elle est bornée et
équicontinue.

Démonstration. Soit ( fn, n ≥ 1) une suite de A. On doit montrer que
l’on peut en extraire une sous-suite convergente.
Étape 1. Il existe une suite dénombrable d’éléments de K dense dans
K. Pour ϵ = 1/n, K est compact donc totalement borné, donc il existe
(xn,1, xn,2, · · · , xn,k(n)) une famille finie telle que

K ⊂
k(n)⋃
j=1

B
(

xn,j,
1
n

)
.

En prenant la réunion de toutes ces familles finies pour ϵ = 1, 1/2, 1/3, · · · ,
on obtient une famille dénombrable dense dans K. On la note

S = (x1, x2, · · · ).

Étape 2. Cherchons le candidat possible à la limite. La méthode est
connue sous le nom de procédé diagonal de Cantor.

La suite ( fn(x1), n ≥ 1) est une suite bornée donc on peut extraire
une suite convergente, ( fφ1(n)(x1), n ≥ 1).

Supposons que l’on a construit φn strictement croissante ; avec
φn(n) ≥ n et telle que

fφn(k)(xj)
k→∞−−−→ fxj , ∀j ≤ n.

On extrait de la suite ( fφn(k)(xn+1), k ≥ 1) une suite convergente donc
cela donne naissance à une fonction φn+1 croissante et telle que

fφn+1(k)(xj)
k→∞−−−→ fxj , ∀j ≤ n + 1.
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La suite
(gn = fφn(n), n ≥ 1)

converge pour tous les xj simultanément vers

f : xj 7→ fxj .

Étape 2. On prolonge f par continuité à tout [0, 1]. Cette partie de la
preuve nécessite un théorème complémentaire que nous verrons au
chapitre suivant.

Prouvons d’abord que f est uniformément continue sur S. On a

| f (xj)− f (xk)| ≤ | f (xj)− gn(xj)|+ |gn(xj)− gn(xk)|+ |gn(xk)− f (xk)|.

Soit ϵ > 0, par l’hypothèse d’équi-continuité, il existe δ > 0 tel que

|xj − xk| ≤ δ =⇒ ∀n, |gn(xj)− gn(xk)| ≤ ϵ.

Maintenant, il existe nj tel que

n ≥ nj =⇒ | f (xj)− gn(xj)| ≤ ϵ

et il existe nk tel que

n ≥ nk =⇒ | f (xk)− gn(xk)| ≤ ϵ.

Par conséquent, pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 et n0 = nk ∨ nj tel que

|xj − xk| ≤ δ et n ≥ n0 =⇒ | f (xj)− f (xk)| ≤ 3ϵ.

Comme le terme de gauche ne dépend pas de n, on peut l’oublier donc

|xj − xk| ≤ δ =⇒ | f (xj)− f (xk)| ≤ 3ϵ.

Il reste à appliquer le théorème du prolongement de fonctions unifor-
mément continues (voir le théorème 3.11).
Étape 3. Il reste à montrer que f ainsi définie est la limite uniforme
des gn. On fixe ϵ > 0. Comme f est continue sur un compact, elle est
uniformément continue donc il existe δ > 0, indépendant de x, tel que

|x − y| ≤ δ =⇒ | f (x)− f (y)| ≤ ϵ. (2.6)

L’ensemble A est équi-continu donc il existe δ′ > 0 tel que

|x − y| ≤ δ′ =⇒ sup
n

|gn(x)− gn(y)| ≤ ϵ. (2.7)

En d’autres termes, on vient de démontrer que {gn, n ≥ 1} ∪ { f } est
équi-continu.

Soit δ0 = min(δ, δ′), soit m tel que 1/m ≤ δ0. D’après la construction
de S, il existe k(m) et (xm,1, · · · , xm,k(m)) tels que tout élément x de K
soit à distance inférieure à 1/m (donc à δ0) de l’un de ces points :

∀x ∈ K, ∃j ∈ {1, · · · , k(m)} tel que d(x, xm,j) ≤ ϵ ≤ δ0.
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Par ailleurs, pour tout j{1, · · · , k(m)}, il existe mj tel que

n ≥ mj =⇒ | f (xm,j)− gn(xm,j)| ≤ ϵ,

donc

n ≥ n0 =
k(m)
max
j=1

mj =⇒ | f (xm,j)− gn(xm,j)| ≤ ϵ, ∀j ≤ k(m). (2.8)

Soit x ∈ K et xm,j tel que d(x, xm,j) ≤ 1/m. On a

| f (x)− gn(x)| ≤ | f (x)− f (xm,j)|+ | f (xm,j)− gn(xm,j)|+ |gn(xm,j)− gn(x)|.

On déduit de (2.6), (2.7) et (2.8), qu’il existe m, xm,j et n0 tel que

n ≥ n0 =⇒ | f (x)− gn(x)| ≤ 3ϵ.

Au final, en oubliant le choix de xj,

n ≥ n0 =⇒ | f (x)− gn(x)| ≤ 3ϵ.

Étape 4. Pour la condition nécessaire. On sait qu’un ensemble compact
est borné. D’autre part, un ensemble compact est totalement borné,
pour tout ϵ > 0, il existe f1, · · · , fp tel que

A ⊂
p⋃

j=1

B( f j, ϵ). (2.9)

Chacune des f j est uniformément continue donc pour tout ϵ > 0, il
existe δj tel que

d(x, y) ≤ δj =⇒ | f j(x)− f j(y)| ≤ ϵ.

En δ = infj δj,

d(x, y) ≤ δ =⇒ | f j(x)− f j(y)| ≤ ϵ, ∀j ≤ p.

Soit f ∈ A, le recouvrement (2.9) indique qu’il existe f j à distance
inférieure à ϵ de f , i.e. ∥ f − f j∥∞ ≤ ϵ.

| f (x)− f (y)| ≤ | f (x)− f j(x)|+ | f j(x)− f j(y)|+ | f j(y)− f (y)|
≤ 2∥ f − f j∥∞ + | f j(x)− f j(y)|.

Pour |x − y| ≤ δ, on a bien

| f (x)− f (y)| ≤ 3ϵ

donc la partie A est bien équicontinue. ■

■ Remarque 3 On a, au passage, redémontré que la limite uniforme d’une
suite de fonctions continues est continue. ■

■ Exemple 2.3 L’adhérence de l’ensemble

B =
{

f ∈ C1([0, 1], R), ∥ f ∥∞ + ∥ f ′∥∞ ≤ M
}

est compacte dans C([0, 1], R). ■
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Exercice 2.11 Pour α ∈]0, 1], on note Hol(α) l’ensemble des fonc-
tions Hölder, i.e. les fonctions f continues de [0, 1] dans R telles
qu’il existe c f > 0 avec

| f (t)− f (s)| ≤ c f |t − s|α, ∀s, t ∈ [0, 1].

1) Montrer que t 7→ tα appartient à Hol(α).
2) Est-ce que l’application

f 7−→ sup
s ̸=t

| f (t)− f (s)|
|t − s|α

est une norme sur Hol(α) ? Que faire pour la transformer en
une norme ?

On pose
Bα = { f ∈ Hol(α), ∥ f ∥Hol(α) ≤ 1}.

3) Montrer que Bα dans C([0, 1], R) est relativement compacte.

■

■ Exemple 2.4 Cherchons

inf
f∈Γ

∫ 1

−1
f (t) dt (2.10)

où
Γ =

{
f ∈ C([−1, 1], [0, 1]), f (−1) = f (1) = 1

}
.

Si l’on prend la suite de fonctions (t2n, n ≥ 1), elles appartiennent
bien à Γ mais ∫ 1

−1
t2n dt =

2
2n + 1

n→∞−−−→ 0.

On en déduit que

0 ≤ inf
f∈Γ

∫ 1

−1
f (t) dt ≤ 2

2n + 1

donc que

inf
f∈Γ

∫ 1

−1
f (t) dt = 0.

S’il existe f continue et positive, d’intégrale nulle alors f est nulle sur
[−1, 1] et la fonction nulle n’est pas dans Γ à cause des conditions aux
bords. La borne inférieure de (2.10) ne peut pas être atteinte.

Ajoutons alors la condition de Lipschitzianité : on modifie Γ en

Γc =
{

f ∈ C([−1, 1], [0, 1]), f (−1) = f (1) = 1
}

⋂ {
f , | f (t)− f (s)| ≤ c|t − s| ∀s, t ∈ [−1, 1]

}
.
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Pour f ∈ Γc, on a immédiatement

| f (t)| ≤ | f (−1)|+ c|t + 1| ≤ 2c + 1

donc Γc est bien bornée. Elle est évidemment équi-continue. On voit
facilement que Γc est fermé.

Le théorème d’Arzela-Ascoli garantit alors que Γc est compact dans
C([−1, 1]; R). L’application

I1 : C([−1, 1]; R) −→ R

f 7−→
∫ 1

−1
f (t) dt

est linéaire et l’on a
|I1 f | ≤ 2 ∥ f ∥∞

donc elle est continue. En vertu du théorème 2.18, il existe une fonction
dans Γc pour laquelle le minimum est atteint.

On peut ensuite chercher cette fonction optimale. Puisqu’elle est
forcément c-Lipschitz

| f (1)− f (t)| ≤ c(1 − t), ∀t ∈ [0, 1].

Par conséquent,
f (t) ≥ 1 − c(1 − t)

et comme f est positive,

f (t) ≥ max(1 − c(1 − t), 0), ∀t ≥ 0.

De la même manière, on montre que

f (t) ≥ max(1 − c(1 − |t|), 0), ∀t ≤ 0.

Soit
fc(t) = max(1 − c|1 − t|, 0), ∀t ∈ [−1, 1].

On vérifie que fc appartient à Γc et comme tout f de Γc est plus grande
que fc, fc réalise bien (2.10).

Figure 2.2: f0.5 en rouge, f1 en bleu, f2
en vert
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On obtient

inf
f∈Γc

∫ 1

−1
f (t) dt =

2 − c si c ≤ 1
1
c

si c ≥ 1.

■





3
Densité et complétude

Figure 3.1: Augustin Louis Cauchy (1789

- 1857)

Pour prouver qu’une suite converge, il est a priori nécessaire de
connaître la limite potentielle, ce qui se révèle souvent impossible.
Il existe toutefois un concept qui permet de prouver qu’une suite
est convergente sans rien connaître de sa limite, c’est celui de suite
de Cauchy. On verra qu’une suite convergente est nécessairement de
Cauchy, la réciproque est une propriété de l’espace dans lequel vit
la suite considérée. Un tel espace est dit complet, c’est une propriété
essentielle pour faire de l’analyse.

3.1 Suite de Cauchy

Définition 3.1 — Suite de Cauchy. Une suite x = (xn, n ≥ 0) d’élé-
ments de (E, d) métrique est dite de Cauchy lorsque pour tout
ϵ > 0, il existe nϵ tel que

m, n ≥ nϵ =⇒ d(xn, xm) < ϵ.

Lemme 3.2 Une suite de Cauchy est bornée.

Lemme 3.3 Une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence.
Si elle en a au moins une alors elle converge.

Démonstration. Étape 1. Soit x = (xn, n ≥ 1) une suite de Cauchy. Soit
xϕ = (xϕ(n), n ≥ 0) et xψ = (xψ(n), n ≥ 0) deux sous-suites de x qui
convergent respectivement vers p et q. Soit ϵ > 0, d’après l’inégalité
triangulaire

d(p, q) ≤ d(p, xϕ(n)) + d(xϕ(n), xψ(n)) + d(xψ(n), q).

Il existe nϕ tel que

n ≥ nϕ =⇒ d(p, xϕ(n)) ≤ ϵ.
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Il existe nψ tel que

n ≥ nψ =⇒ d(p, xψ(n)) ≤ ϵ.

Comme la suite initiale est de Cauchy, il existe nϵ tel que

m, n ≥ nϵ =⇒ d(xϕ(n), xψ(n)) ≤ ϵ.

En combinant les trois dernières inégalités, on obtient

n ≥ max(nϕ, nψ, nϵ) =⇒ d(p, q) ≤ 3ϵ.

Comme on peut choisir ϵ aussi petit que l’on veut, on en déduit que
p = q.
Étape 2. Soit (xϕ(n), n ≥ 1), une sous-suite qui converge vers un
élément x ∈ E. Soit ε > 0, il existe nx tel que

n ≥ nx =⇒ d(x, xϕ(n)) ≤ ε.

Comme la suite est de Cauchy, il existe nε tel que

n, p ≥ nε =⇒ d(xn, xp) ≤ ε.

Par construction, ϕ(n) ≥ n donc en choisissant n ≥ max(nx, nε),

p ≥ nε =⇒ d(xp, x) ≤ d(xp, xϕ(n)) + d(xϕ(n), x) ≤ 2ε.

Ce qui signifie que (xp, p ≥ 1) tend vers x. ■

On remarque qu’une suite convergente est nécessairement une suite de
Cauchy : soit x∞ la limite de x, par définition, on sait que pour tout
ϵ > 0, il existe nϵ tel que

n ≥ nϵ =⇒ d(xn, x∞) < ϵ.

Pour m ≥ nϵ, on a l’identité

d(xm, x∞) < ϵ.

L’inégalité triangulaire implique alors que

d(xn, xm) ≤ d(xn, x∞) + d(xm, x∞) < 2ϵ.

Quitte à changer ϵ en ϵ/2, on obtient le résultat voulu.
La réciproque est une propriété topologique de l’espace E.

3.2 Complétude
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Définition 3.4 Un espace métrique (E, d) est complet si toute suite
de Cauchy converge.

Théorème 3.5 Par construction, R muni de la valeur absolue est
un espace vectoriel complet.

■ Exemple 3.1 L’ensemble des entiers est complet pour la norme induite
par la valeur absolue (on se convaincra qu’une suite de Cauchy est
constante à partir d’un certain rang). ■

Lemme 3.6 Soit (E, d) un espace métrique complet. Tout ensemble
fermé F ⊂ E est complet pour la distance induite sur F.

Démonstration. Soit x une suite de Cauchy de (F, d), de par sa définition
c’est une suite de Cauchy dans (E, d) donc elle converge dans E pour
la distance d. On sait qu’un ensemble fermé contient toutes ses valeurs
d’adhérence donc la limite appartient à F. ■

Il y a aussi des contre-exemples

— L’ensemble des rationnels pour la norme induite par la valeur abso-
lue n’est pas complet. Par exemple,

e = lim
n→∞

n

∑
k=0

1
k!
·

Comme la série converge dans R, la suite des sommes partielles est
de Cauchy mais comme la norme sur Q est la même que celle de R,
cette suite est aussi de Cauchy dans Q. Pourtant la limite n’est pas
dans Q. En fait, R est par construction le complété de Q.

Définition 3.7 Pour p ≥ 1, l’espace ℓp(N) est l’espace des suites
de réels telles que

∞

∑
k=0

|x(k)|p converge.

On pose

∥x∥ℓp =

(
∞

∑
k=0

|x(k)|p
)1/p

.

Théorème 3.8 Pour tout p ≥ 1, ℓp(N) est un espace vectoriel
normé complet.

Démonstration. On ne va faire la preuve que pour p = 1, elle est simi-
laire pour tout p > 1.
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Étape 1. Soit xn une suite de Cauchy dans ℓ1(N). Pour tout ϵ > 0, il
existe n0 tel que pour n, m ≥ n0

∥xn − xm∥ℓ1 = ∑
k≥0

|xn(k)− xm(k)| ≤ ϵ.

En particulier, pour tout k ≥ 0,

|xn(k)− xm(k)| ≤ ϵ,

ce qui signifie qu’à indice k fixé, la suite de réels (xn(k), n ≥ 1) est de
Cauchy donc converge vers un réel noté x(k). Il reste à démontrer que
x = (x(k), k ≥ 0) est bien dans ℓ1(N) et que

∥x − xn∥ℓ1
n→∞−−−→ 0.

Étape 2. Pour n0, la série xn0 est convergente donc il existe Kϵ tel que

∑
k≥Kϵ

|xn0(k)| ≤ ϵ.

Pour n ≥ n0 et tout L > Kϵ

L

∑
k=Kϵ

|xn(k)| ≤
L

∑
k=Kϵ

|xn(k)− xn0(k)|+
L

∑
k=Kϵ

|xn0(k)|

≤ ∥xn − xn0∥ℓ1 + ϵ

≤ 2ϵ (3.1)

En faisant tendre n vers l’infini on obtient

L

∑
k=Kϵ

|x(k)| ≤ 2ϵ. (3.2)

En faisant tendre L vers l’infini dans (3.1) et (3.2), on obtient respective-
ment

∞

∑
k=Kϵ

|xn(k)| ≤ 2ϵ,

∞

∑
k=Kϵ

|x(k)| ≤ 2ϵ.

On remarque alors que

∑
k≥0

|x(k)| ≤
Kϵ−1

∑
k=0

|x(k)|+ 2ϵ.

La suite des sommes partielles est donc bornée donc la série est conver-
gente, soit x ∈ ℓ1.
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Étape 3. De plus, pour n ≥ n0,

∥xn − x∥ℓ1 ≤
Kϵ−1

∑
k=0

|xn(k)− x(k)|+
∞

∑
k=Kϵ

|xn(k)|+
∞

∑
k=Kϵ

|x(k)|

≤
Kϵ−1

∑
k=0

|xn(k)− x(k)|+ 4ϵ.

Dans la première somme, il y a un nombre fini de termes qui tendent
tous vers 0 par la définition des x(k) donc il existe n1 tel que pour
n ≥ n1,

Kϵ−1

∑
k=0

|xn(k)− x(k)| ≤ ϵ.

Par conséquent, pour n ≥ max(n0, n1),

∥xn − x∥ℓ1 ≤ 5ϵ

donc xn converge bien vers x. ■

Cette démonstration s’adapte sans trop de difficultés au cas où E est
le produit cartésien d’espaces métriques (Ei, di) pour la distance

d
(
(xi, i ≥ 1), (yi, i ≥ 1)

)
=

∞

∑
i=1

di(xi, yi).

On en déduit le théorème suivant

Théorème 3.9 Le produit cartésien d’un nombre au plus dénom-
brable d’espaces métriques complets est complet.

Théorème 3.10 Soit (Y, ρ) un espace métrique complet. Soit K un
ensemble compact de (E, d). L’espace C(K; Y) est complet.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas où K = [0, 1] et Y = R. Le
cas général est totalement analogue.

Pour tout x ∈ K, la suite ( fn(x), n ≥ 1) est de Cauchy dans R
puisque pour tout ϵ > 0, il existe n0 tel que pour m, n ≥ n0,

| fn(x)− fm(x)| ≤ ∥ fn − fm∥∞ ≤ ϵ.

Par conséquent, ( fn(x), n ≥ 1) converge vers un réel noté f (x).
Soit ϵ > 0, on a

sup
x∈K

| f (x)− fn(x)| = sup
x∈K

lim
m→∞

| fm(x)− fn(x)|

≤ sup
x∈K

lim
m→∞

∥ fm − fn∥∞.

Or pour m ≥ n ≥ nϵ,

∥ fm − fn∥∞ ≤ ϵ donc lim
m→∞

∥ fm − fn∥∞ ≤ ϵ.
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On en déduit que pour n ≥ nϵ,

sup
x∈K

| f (x)− fn(x)| ≤ ϵ,

c’est-à-dire que f est bien la limite de fn pour la norme uniforme : pour
n ≥ n0,

∥ f − fn∥∞ ≤ ϵ.

La fonction f est donc limite uniforme de fonctions continues donc elle
est continue. ■

Montrons maintenant le point manquant de la démonstration du
théorème d’Arzela-Ascoli.

Théorème 3.11 Soit (E, d) et (Y, ρ) deux espaces métriques. On
suppose que Y est complet. Soit f uniformément continue sur A
partie dense de E. Il existe un unique prolongement de f sur E
en une fonction continue.

Démonstration. Étape 1. Soit (xn, n ≥ 1) une suite de points de A
convergeant vers x ∈ E\A. La fonction f est supposée uniformément
continue sur A donc pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que

∀x, y ∈ A, d(x, y) ≤ δ =⇒ ρ( f (x), f (y)) ≤ ϵ.

Comme xn converge vers x, cette suite est de Cauchy donc il existe n0

tel que

∀m, p ≥ n0, d(xm, xp) ≤ δ =⇒ ρ( f (xm), f (xp)) < ϵ.

Par conséquent, la suite ( f (xn), n ≥ 1) est de Cauchy dans Y donc
converge. On peut alors poser

f (x) = lim
n→∞

f (xn).

Étape 2. Reste à démontrer que la limite ne dépend pas de la suite
approximante choisie. Si (yn, n ≥ 1) est une autre suite de points de A
convergeant vers x. La suite

z2n = xn et z2n+1 = yn

converge vers x donc ( f (zn), n ≥ 1) converge disons vers lz. D’autre
part, on a vu que ( f (xn), n ≥ 1) et ( f (yn), n ≥ 1) convergent respecti-
vement vers lx et ly. Comme ce sont des suites extraites de la première
on a forcément

lz = ly = lx.

■

Il se peut qu’un espace ne soit pas complet d’origine mais on peut
toujours le « compléter ».
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Théorème 3.12 Soit (E, d) un espace métrique, il existe (Ê, d̂) un
espace métrique complet et une injection isométrique j, i.e.

d(x, y) = d̂(j(x), j(y)), ∀x, y ∈ E

tels que j(E) soit dense dans Ê.

■ Exemple 3.2 R est le complété de Q. En substance, le complété s’obtient
comme toutes « les limites possibles » de suites de Cauchy. ■

Exercice 3.1 Est-ce que l’ensemble des fonctions polynomiales sur
[0, 1] muni de la norme uniforme est complet ? ■

Exercice 3.2 Montrer que Hol(α) muni de la norme

∥ f ∥Hol(α) = ∥ f ∥∞ + sup
s ̸=t

| f (t)− f (s)|
|t − s|α

est complet. ■

Exercice 3.3 Soit R muni de la distance

d(x, y) = |x3 − y3|.

1) Montrer que

d(x, y) ≥ 3
4

x2|x − y|

2) En déduire que (R, d) est complet.

■

Exercice 3.4 On munit R de la distance

d(x, y) = |ex − ey|

1) Montrer que R muni de cette distance n’est pas complet.
On pourra considérer la suite de terme général xn = −n

2) Montrer que R muni de cette distance est complet.

■

L’une des applications les plus immédiates et pourtant les plus im-
portantes des suites de Cauchy est de prouver l’existence de point
fixe.
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Définition 3.13 Une fonction V : (E, d) → (F, ρ) est lipschitzienne
si il existe c > 0 tel que

ρ( f (x), f (y)) ≤ c d(x, y), ∀x, y ∈ E.

Le plus petit c possible est noté ∥ f ∥Lip. On peut aussi le définir
par

∥ f ∥Lip = sup
x ̸=y

ρ ( f (x)), f (y))
d(x, y)

·

La fonction f est dite contractante lorsque

∥ f ∥Lip < 1.

Théorème 3.14 Soit f : (E, d) −→ (E, d) une fonction contractante.
Si E est complet alors la fonction f possède un unique point fixe.

Démonstration. On note α = ∥ f ∥Lip.
Étape Unicité. Si x et x′ sont deux points fixes, on a

x = f (x) et x′ = f (x′)

donc
d(x, x′) = d( f (x), f (x′)) ≤ αd(x, x′).

Le seul nombre positif inférieur à α fois lui même pour α < 1 est 0
donc x = x′ donc il y a au plus un point fixe.
Étape Existence. On applique ce qu’il est convenu d’appeler la méthode
itérative de Picard. On choisit x0 ∈ E et on considère la suite

xn+1 = f (xn).

On a
d(xn+1, xn) ≤ αd(xn, xn−1)

donc par récurrence,

d(xn+1, xn) ≤ αnd(x1, x0).

D’après l’inégalité triangulaire,

d(xn+p, xn) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) + . . . + d(xn+p−1, xn+p)

donc

d(xn+p, xn) ≤
(

n+p−1

∑
k=n

αk

)
d(x1, x0).

La série géométrique de raison α converge et ∑
n+p−1
k=n αk est le reste de

Cauchy de la suite des sommes partielles donc pour tout ϵ > 0, il existe
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nϵ tel que

n, n + p ≥ nϵ =⇒
n+p−1

∑
k=n

αk < ϵ.

Ceci signifie que (xn, n ≥ 0) est de Cauchy dans E complet donc
converge vers une limite que l’on appelle x∞. Par la caractérisation
séquentielle de la continuité,

f (xn+1)
n→∞−−−→ f (x∞).

D’autre part, f (xn+1) = xn tend vers x∞ donc on a bien

x∞ = f (x∞).

■

Soit à résoudre l’équation différentielle

y′(t) = V
(
y(t)

)
, y(0) = y0 (3.3)

avec V non linéaire mais lipschitzienne :

La preuve ne marche pas directement
sur l’intervalle [0,+∞[, voir par exemple
l’équation (3.5) qui ne permet plus de
montrer l’équivalence des normes.

Théorème 3.15 Si V est lipschitizienne alors il existe une unique
solution définie sur tout intervalle borné [0, T].

Démonstration. Étape 1. On réécrit l’équation différentielle sous la
forme dite intégrale : on cherche une fonction y ∈ C([0, T]; R) solution
de l’équation

y(t) = y0 +
∫ t

0
V(y(u)) du. (3.4)

L’avantage de cette écriture est double. D’une part, on n’a plus besoin de
spécifier que y est dérivable, ce sera une conséquence de (3.4). D’autre
part, résoudre (3.4) apparaît clairement comme trouver un point fixe
pour peu que l’on introduise l’application :

V : C([0, T], R) −→ C([0, T], R)

f 7−→
(

t 7→ y0 +
∫ t

0
V( f (z)) dz

)
.

L’équation (3.4) est alors équivalente à trouver y ∈ C([0, T]; R) telle que

y = V(y).

Étape (Digression). Avant de faire la preuve optimale, regardons ce qui
se passe si l’on essaye d’appliquer bêtement le théorème de point fixe
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dans (C([0, T], R), ∥ ∥∞). Soit L la norme Lipschitzienne de V, on a

|V f (t)− Vg(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

(
V( f (s))− V(g(s))

)
ds
∣∣∣∣

≤
∫ t

0
|V( f (s))− V(g(s))| ds

≤ L
∫ t

0
| f (s)− g(s)| ds

≤ L
∫ t

0
∥ f − g∥∞ ds

≤ LT ∥ f − g∥∞.

Comme le résultat est vrai pour tout t ∈ [0, T], on obtient

∥V f − Vg∥∞ ≤ LT ∥ f − g∥∞.

On ne peut donc appliquer le théorème de point fixe pour conclure
qu’à la condition que LT < 1. En fait cette méthode ne permet que
de définir la solution sur l’intervalle [0, 1/L[ et par continuité jusqu’en
1/L. Après il faut recommencer le raisonnement en prenant comme
condition initiale la valeur de la solution ainsi construite en 1/L, etc.

Bien choisir l’espace de fonctions dans le-
quel on travaille fait partie de la difficulté
et de la beauté de l’analyse fonctionnelle.

Étape 2. On pose L = ∥V∥Lip. Sur C([0, T]), on introduit la norme

∥ f ∥V = sup
s∈[0,T]

| f (s)|e−Ks

pour un K > 0 que l’on va déterminer après. Comme pour tout s ∈
[0, T],

e−KT ≤ e−Ks ≤ 1, (3.5)

on a
e−KT∥ f ∥∞ ≤ ∥ f ∥V∥ ≤ ∥ f ∥∞.

Les deux normes sont équivalentes donc (C([0, T], R), ∥ ∥V) est com-
plet.
Étape 3. On va montrer que V est une contraction de C([0, T], R) muni
de la norme ∥ ∥V si K > L.

|V f (t)− Vg(t)| =
∣∣∣∣∫ t

0

(
V( f (s))− V(g(s))

)
ds
∣∣∣∣

≤
∫ t

0
|V( f (s))− V(g(s))| ds

≤ L
∫ t

0
| f (s)− g(s)| ds

= L
∫ t

0
| f (s)− g(s)| e−KseKs ds

≤ L∥ f − g∥V

∫ t

0
eKs ds

=
L
K
∥ f − g∥V(eKt − 1).
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On a donc

|V f (t)− Vg(t)| e−Kt ≤ L
K
∥ f − g∥V(1 − e−Kt).

Donc
∥V f − Vg∥V ≤ L

K
∥ f − g∥V .

Il suffit de choisir K > L pour obtenir une contraction. ■

3.3 Approximation de fonctions

Quand on ne connaît que des points d’une fonction, c’est-à-dire
des couples (xi, yi) avec yi = f (xi), on peut essayer d’interpoler cette
fonction : trouver une fonction simple qui passe par les points que l’on
connaît.

Par fonction simple, on peut envisager les polynômes et donc utiliser
les polynômes d’interpolation de Lagrange. Le polynôme de Lagrange
(voir figure 3.2) est défini par

P(X) =
n

∑
i=1

(
∏
j ̸=i

X − xj

xi − xj

)
yi.

Il utilise toute l’information donnée mais si jamais on découvre un
nouveau point (xn+1, yn+1), il change complètement d’allure (voir fi-
gure 3.3). C’est donc un bon polynôme d’interpolation mais pas un bon
polynôme pour l’approximation.

Pour améliorer les choses, il suffit de diviser pour régner en faisant
une interpolation plus simple par morceaux. On peut remplacer f par
un segment de droite entre deux points (interpolation affine) ou par un
trinôme passant par trois points consécutifs (spline).

Au niveau de l’approximation, on peut carrément se contenter par
exemple de la droite de régression, c’est-à-dire la droite qui minimise
la somme des écarts au carré entre les points données et la droite : il
faut trouver a et b qui réalisent

inf
a,b

n

∑
i=1

|yi − (axi + b)|2.

Figure 3.2: En bleu, le polynôme d’in-
terpolation de Lagrange qui passe par
tous les points. En rouge, la droite de ré-
gression : la droite la « plus proche » de
l’ensemble des points.

Figure 3.3: En rajoutant un point en
(2, 2), la droite de régression (en vert) ne
change quasiment pas tandis que le poly-
nôme d’interpolation (en violet), lui, est
complètement modifié. Il n’a donc au-
cune vertue prédictive.

On peut alors se demander s’il est réellement possible de trouver des
polynômes proches d’une fonction donnée. La réponse est affirmative
et est contenue dans le théorème de Stone-Weierstrass.

Théorème 3.16 — Stone-Weierstrass dans C([0, 1]; R). Toute fonction
continue de [0, 1] dans R est limite uniforme d’une suite de
polynômes.

La preuve est basée sur les polynômes dits de Bernstein. Rappelons
que pour une variable aléatoire Yx

n de loi binomiale de paramètres n et
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x, son espérance est donnée par nx et sa variance par nx(1 − x). Ceci
signifie que

n

∑
k=0

(
n
k

)
kxk(1 − x)n−k = nx (3.6)

n

∑
k=0

(
n
k

)
(k − nx)2xk(1 − x)n−k = nx(1 − x). (3.7)

Démonstration. On pose

Bn( f )(x) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
f
(

k
n

)
xk(1 − x)n−k.

Étape 1. On remarque d’abord que

Bn f (x) = E
[

f (
Yx

n
n
)

]
.

D’après la loi faible des grands nombres,

Yx
n

n
loi−−−→

n→∞
x,

autrement dit pour toute fonction continue bornée,

E
[

f (
Yx

n
n
)

]
n→∞−−−→ f (x).

La convergence simple de Bn f vers f est donc assurée mais on s’in-
téresse à la convergence uniforme que l’on ne peut pas avoir comme
conséquence d’un théorème de probabilités.
Étape 2. Comme

n

∑
k=0

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k = 1, (3.8)

on a

Notons au passage que (3.8) dit que pour
f constante, Bn( f ) = f . On ne peut pas
rêver mieux.

f (x)− Bn( f )(x)

= f (x)
n

∑
k=0

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k −

n

∑
k=0

(
n
k

)
f
(

k
n

)
xk(1 − x)n−k

=
n

∑
k=0

(
n
k

)(
f (x)− f

(
k
n

))
xk(1 − x)n−k

On découpe l’ensemble des indices k en deux parties : l’une dans
laquelle k/n est proche de x et l’autre où les deux peuvent être éloignés.
Soit α > 0 et

Iα = {k, |x − k
n
| < α}.

Rappelons que f est continue sur un compact donc uniformément
continue. On fixe ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que

|x − y| ≤ δ =⇒ | f (x)− f (y)| ≤ ϵ.
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Par conséquent, si k ∈ Iδ,∣∣∣∣ f (x)− f
(

k
n

)∣∣∣∣ < ϵ.

Pour la première partie de la somme on a donc

∑
k∈Iδ

(
n
k

) ∣∣∣∣ f (x)− f
(

k
n

)∣∣∣∣ xk(1 − x)n−k ≤ ϵ ∑
k∈Iδ

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k

≤ ϵ
n

∑
k=0

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k

= ϵ. (3.9)

Pour les indices k ∈ Ic
δ , on ne peut plus utiliser la continuité uniforme

de f , on sait seulement que f est bornée. On a donc

∑
k∈Ic

δ

(
n
k

) ∣∣∣∣ f (x)− f
(

k
n

)∣∣∣∣ xk(1 − x)n−k ≤ 2∥ f ∥∞ ∑
k∈Ic

δ

(
n
k

)
xk(1 − x)n−k

= 2∥ f ∥∞P(|x − Yx
n

n
| ≥ δ).

Et, là miracle ! Comme E [Yx
n /n] = x, l’inégalité de Bienaymé-Tcebycev

stipule que

P(|x − Yx
n

n
| ≥ δ) ≤ 1

δ2 var(
Yx

n
n
)

=
1

n2δ2 nx(1 − x)

=
x(1 − x)

nδ2 ·

Comme x ∈ [0, 1], la fonction x(1 − x) est bornée (précisément par 1/4
mais la valeur précise n’a pas d’importance) donc

∑
k∈Ic

δ

(
n
k

) ∣∣∣∣ f (x)− f
(

k
n

)∣∣∣∣ xk(1 − x)n−k ≤ ∥ f ∥∞

2nδ2 . (3.10)

En combinant (3.9) et (3.10), on obtient que

sup
x∈[0,1]

| f (x)− Bn( f )(x)| ≤ ϵ +
∥ f ∥∞

2nδ2 · .

Il reste à choisir n0 tel que

∥ f ∥∞

2n0δ2 ≤ ϵ

et le tour est joué. On a bien montré que pour tout ϵ > 0, il existe n0 tel
que n ≥ n0 implique ∥ f − Bn( f )∥∞ < ϵ. ■
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■ Remarque 4 Une fonction de [a, b] dans R se transforme en une fonction
de [0, 1] par un changement de variables affine :

f ∈ C([a, b], R) 7−→ f̃ (x) = f (a + (b − a)x) .

Donc le même résultat de densité reste valable sur C([a, b], R). ■

Définition 3.17 Soit (K, d) un espace métrique compact et C(K, R)

l’ensemble des fonctions continues sur K à valeurs réelles. Un
sous-ensemble B de C(K, R) est une sous-algèbre si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

1) B est un sous-espace vectoriel de C(K, R) stable par multipli-
cation :

f , g ∈ B =⇒ f g ∈ B.

2) Les fonctions constantes appartiennent à B.

On dit qu’elle est séparante si pour tout x ̸= y ∈ E, il existe une
fonction f ∈ B telle que f (x) ̸= f (y).

Théorème 3.18 Soit (K, d) un espace métrique compact et C(K, R)

l’ensemble des fonctions continues sur K à valeurs réelles. Toute
sous-algèbre séparante de C(K, R) est dense dans C(K, R).

Démonstration. Dans ce qui suit, h est une fonction quelconque fixée
de C(K, R).
Étape (B est réticulé). Une fonction f ∈ C(K; R) est bornée donc il existe
M tel que | f (x)| ≤ M pour tout x ∈ K. D’après le théorème 3.16, il
existe un polynôme PM tel que∣∣∣|t| − PM(t)

∣∣∣ ≤ 1
M

, ∀t ∈ [−M, M].

Par conséquent, pour tout x ∈ K,∣∣∣| f (x)| − PM( f (x))
∣∣∣ ≤ 1

M
·

Du point 1., on déduit que PM ◦ f appartient à B donc | f | appartient à
B. C’est en fait là que tout se joue. Des formules

x ∧ y =
1
2
(x + y − |x − y|)

x ∨ y =
1
2
(x + y + |x − y|),

on déduit que si f et g appartiennent à B alors f ∨ g et f ∧ g appar-
tiennent à B.
Étape (Fonction interpolante). Soit x, y deux éléments distincts de K. Il
existe g ∈ B telle que g(x) ̸= g(y). Pour tout λ, µ dans R, considérons
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la fonction

fxy : t 7−→ µ + (λ − µ)
g(t)− g(y)
g(x)− g(y)

·

Comme B est une algèbre, fxy appartient à B et satisfait Noter que c’est ici que l’on utilise l’hypo-
thèse que les constantes appartiennent à
B, sans quoi on ne pourrait conclure que
fxy appartient à B.

fxy(x) = λ, fxy(y) = µ.

Pour la suite, on considère les fxy avec λ = h(x) et µ = h(y).
Étape (Borne supérieure). Soit ϵ > 0 et x ∈ K fixés. Pour tout y ∈ K, par
continuité

U(y) = {u ∈ K, fxy(u) > h(u)− ϵ}
est un ouvert non vide puisqu’il contient y. Comme K est compact, il
existe m et y1, · · · , ym tels que

K ⊂
m⋃

j=1

U(yj).

Posons
fx = fxy1 ∨ . . . ∨ fxym .

De la première partie de la preuve, on déduit que fx appartient à B. Par
construction,

fx(u) > h(u)− ϵ, ∀u ∈ K (3.11)

et
fx(x) = h(x).

Étape (Borne inférieure). Pour tout x ∈ K, soit

V(x) = {u ∈ K, fx(u) < h(u) + ϵ}.

De même que précédemment, il existe x1, · · · , xk tels que

K ⊂
k⋃

j=1

V(xj).

On pose alors
f = fx1 ∧ . . . ∧ fxk

qui appartient à B. En vertu de (3.11), fxj(u) > h(u)− ϵ, comme on
prend le minimum d’une famille finie, on a

f (u) > h(u)− ϵ, ∀u ∈ K. (3.12)

Par ailleurs, par construction de f ,

f (u) < h(u) + ϵ, ∀u ∈ K. (3.13)

On déduit de (3.13) et (3.12) que ∥ f − h∥∞ < ϵ donc que l’on a approché
notre fonction h de départ par un élément de B à ϵ près. ■
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Figure 3.4: Les étapes de la construction
du théorème de Stone-Weierstrass

Essayons de représenter graphiquement ce qui se passe.
On considère la courbe représentative de h (en vert, traits pleins)

sur [0, π] et les courbes de h − ϵ et h + ϵ en pointillés. Il nous faut
construire pour tout x, la fonction fx. On va le faire en essayant de ne
pas avoir trop de points x à considérer, ni trop de points y pour chaque
x. On commence tout à gauche en A. On suppose que l’on peut prendre
pour g la fonction identité, ce qui revient à dire que fxy est la fonction
affine qui passe par (x, h(x)) et (y, h(y)). On prend pour y, un point
tel que la droite (xA, yA)− (y, h(y)) passe juste au dessus de la courbe
de h − ϵ, de sorte que Uy = [0, π]. Par contre, en le point d’abscisse
xM, fxA(xM) ≥ h(xM) + ϵ. On prend fxM (qui correspond à la droite
(ON)) qui rase aussi h − ϵ de sorte que pour tout y, fxM (y) > h − ϵ.
Cela nous donne un autre point (ici, F) de dépassement de h + ϵ. On
construit ensuite fxG , puis fxJ et fxS . Là, il y a une petite différence avec
les autres cas, on est obligé de faire deux demi-droites, une pour passer
au dessus de la bosse de gauche et une autre pour ne pas passer en
dessous de h − ϵ. Ensuite on prend le minimum de toutes ces fonctions
pour obtenir la courbe en traits pleins rouges et donc l’approximation
continue de h.

Définition 3.19 Sur Rn, on appelle polynôme toute fonction de la
forme

f (x1, · · · , xn) =
r

∑
k=1

∑
i1,··· ,ik∈{1,··· ,n}

ai1,··· ,ik xα1
i1

. . . xαn
in .

Lemme 3.20 L’ensemble des fonctions polynomiales est une al-
gèbre séparante sur Rn.
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Démonstration. Laissée au lecteur. ■

Exercice 3.5 À quoi ressemble le polynôme xk(1 − x)n−k quand n
est grand pour k fixé ? ■

Ce théorème a de nombreuses conséquences.

■ Remarque 5 1) Si X est une compact de C, on peut considérer l’en-
semble des fonctions polynomiales en z et z̄ : puisque

x = (z + z̄)/2 et y = (z − z̄)/2i,

tout polynôme en x et y s’écrit comme un polynôme en z et z̄.
2) Si X = S1, le cercle unité dans C, on peut prendre des polynômes

des variable z et z−1. Il suffit de voir que pour z ∈ S1, z̄ = z−1.
3) Par conséquent, toute fonction 2π-périodiques peut être approchée

uniformément par des polynômes trigonométriques :

T =

{
f : f (t) =

n

∑
k=−n

akeikt, n ≥ 1, aj ∈ C

}
.

Considérons

C2π = { f ∈ C(R, C); f 2π-périodique}

et l’application

Φ : C(S1; C) −→ C2π

f 7−→
(

t 7→ f (eit)
)

.

L’application Φ est une bijection bicontinue car

sup
t∈[0,2π]

| f (eit)| = sup
x∈S1

| f (x)|.

C’est donc un homéomorphisme. Le résultat découle alors de la
remarque précédente.

■

Dans d’autres cas, on a besoin d’approcher une fonction pas forcé-
ment continue par une fonction plus régulière, voire infiniment diffé-
rentiable.

Définition 3.21 Le produit de convolution de deux fonctions f et g
définies sur R est formellement donné par

( f ∗ g)(x) =
∫

R
f (y)g(x − y) dy.

Pour dépasser le stade de la définition formelle, il faut s’assurer
que l’intégrale a bien un sens. Il y a de nombreuses possibilités
pour celà. Nous ne retiendrons que le cas où f est intégrable sur
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R et g est bornée. On a alors

( f ∗ g)(x) =
∫

R
g(y) f (x − y) dy

=
∫

R
f (y)g(x − y) dy

= (g ∗ f )(x).

Exercice 3.6 Calculer 1[0,1] ∗ 1[0,1]. ■

Exercice 3.7 Quel est l’analogue du produit de convolution pour
les séries ? ■

Exercice 3.8 On suppose f et g intégrables sur R.

1) En utilisant le théorème de Fubini, montrer que f ∗ g est
intégrable.

Pour f intégrable, on pose

f̂ (t) =
∫

R
f (x)eitx dx.

2) Montrer que
f̂ ∗ g(x) = f̂ (x) ĝ(x).

3) De quel théorème vue en probabilités discrètes, ce théorème
est-il l’analogue ?

■

Théorème 3.22 La fonction

ρ : R −→ R

x 7−→ ρ(x) =

κ exp
(

1
x2 − 1

)
si x ∈ [−1, 1]

0 sinon.

est de classe C∞, à support compact. On choisit κ de sorte que∫
R

ρ(x) dx = 1.

Démonstration. Le seul point délicat à montrer est que la fonction est
bien C∞ aux points de raccordement −1 et 1. Cela se fait par récurrence
en montrant que la dérivée à droite en -1, respectivement à gauche en
1, vaut bien 0 à tout ordre. ■

Figure 3.5: Représentation de ρ
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On considère ensuite la suite de fonctions (voir figure 3.6)

ρn(x) = n ρ(nx).

Figure 3.6: Représentation de ρ5 (en
rouge). Plus n est grand, plus ρn res-
semble à un pic émoussé.

On remarque

ρn(x) ̸= 0 ⇐⇒ nx ∈ [−1, 1] ⇐⇒ |x| ≤ 1
n
·

De plus, le changement de variables u = nx montre que∫
R

ρn(x) dx = 1.

Théorème 3.23 Soit f continue et intégrable, la suite de fonctions

fn(x) = ( f ∗ ρn)(x)

est une suite de fonctions C∞ qui converge uniformément sur
tout compact vers f .

Démonstration. On fixe un compact K de R. Sur ce compact, f est
uniformément continue. Comme l’intégrale de ρn est toujours égale à 1,
on a

f (x) =
∫

R
f (x)ρn(y) dy.

Par conséquent,

| f (x)− fn(x)| ≤
∫

R
| f (x)− f (x − y)|ρn(y) dy

=
∫ 1/n

−1/n
| f (x)− f (x − y)|ρn(y) dy.

Pour ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que

|x − z| ≤ δ =⇒ | f (x)− f (z)| < ϵ.

Pour 1/n < δ, comme

|(x − y)− x| = |y| ≤ 1
n
≤ δ,

on a
| f (x)− f (x − y)| ≤ ϵ.

Par conséquent, il existe nϵ = [1/δ] + 1 tel que pour tout x ∈ K, pour
tout n ≥ nϵ

| f (x)− fn(x)| ≤ ϵ
∫ 1/n

−1/n
ρn(y) dy = ϵ.

On a donc bien prouvé la convergence uniforme de fn vers f sur le
compact K. ■
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Ce théorème n’apporte qu’une chose par rapport à celui Stone-Weierstrass
dans le cas où f est continue : la suite de fonctions C∞ qui approche
f est indépendante du compact sur lequel on travaille. Il est le préli-
minaire au théorème suivant qui suppose juste que la fonction f est
intégrable (voir cours de théorie de la mesure).

Théorème 3.24 Soit f intégrable, la suite de fonctions

fn(x) = f ∗ ρn(x)

est une suite de fonctions C∞ qui converge dans L1 vers f :∫
R
| f (x)− fn(x)| dx n→∞−−−→ 0.

Démonstration. Étape 1. Le théorème de dérivation sous le signe somme
donne facilement que fn est C∞.
Étape 2. D’après le cours de théorie de la mesure, pour f ∈ L1, pour
tout ϵ > 0, il existe fϵ continue à support compact telle que

∥ f − fϵ∥L1 ≤ ϵ.

Étape 3. D’après le théorème précédent, ρn ∗ fϵ tend uniformément sur
tout compact. Or le support de ρn ∗ fϵ est inclus dans

supp( fϵ) + [−1/n, 1/n],

qui est inclus dans un compact fixe. Par conséquent, ρn ∗ fϵ converge
uniformément sur R vers fϵ.
Étape 4. On remarque que pour toute fonction f intégrable

∥ f ∗ ρn∥L1 ≤
∫

R

∫
R
| f (x − y)|ρn(y) dy dx

=
∫

R

(∫
R
| f (x − y)| dx

)
ρn(y) dy

= ∥ f ∥L1

∫
R

ρn(y) dy

= ∥ f ∥L1 .

en raison de l’invariance de la mesure de Lebesgue par translation.
Étape 5. On écrit ensuite que

ρn ∗ f − f = ρn ∗ ( f − fϵ) + (ρn ∗ fϵ − fϵ) + ( fϵ − f )

d’où il vient que

∥ρn ∗ f − f ∥L1 ≤ 2∥ f − fϵ∥L1 + ∥ρn ∗ fϵ − fϵ∥∞.

fϵ étant fixé de sorte que ∥ f − fϵ∥L1 ≤ ϵ, il reste à choisir n assez grand
pour rendre la norme infinie plus petite qu’epsilon. ■

On est maintenant en position de montrer le résultat qui sous-tend la
théorie des distributions.
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Théorème 3.25 Soit U un ouvert quelconque de R. L’espace des
fonctions C∞ à support compact dans U est dense dans L1(U).

Démonstration. Soit f ∈ L1(U) et ϵ > 0, on sait qu’il existe f ∈ CK(U)

tel que
∥ f − fϵ∥L1(U) ≤ ϵ. (3.14)

On étend fϵ à tout R en la prenant nulle sur Uc de sorte que fϵ est
intégrale sur R. D’après le théorème précédent,

∥ρn ∗ fϵ − fϵ∥L1(R)
n→∞−−−→ 0.

D’autre part,

supp(ρn ∗ fϵ) ⊂ supp fϵ + B(0,
1
n
) ⊂ U,

pour n assez grand. On remarquera la petite subtilité due au fait que le
support de fϵ est un compact dans un ouvert donc « il ne touche pas
le bord » fr U ce qui permet de garantir que les raccordements entre
les parties nulles et les parties non nécessairement nulles sont de classe
C∞.

La restriction de ρn ∗ fϵ à U est bien à support compact dans U et

∥ ρn ∗ fϵ|U − fϵ∥L1(U)
n→∞−−−→ 0. (3.15)

Pour n assez grand, compte-tenu de (3.14) et (3.15), on a bien

∥ f − ρn ∗ fϵ|U ∥L1(U) ≤ 2ϵ.

On a donc approché une fonction de L1(U) par une fonction de C∞
K (U).

■





4
Espaces de Banach

Figure 4.1: Stefan Banach (1892 - 1945)

4.1 Espaces vectoriels normés

Parmi les espaces métriques, il y a ceux qui possèdent en sus de
la distance, une structure d’espace vectoriel. Dans ce cas, il est sou-
vent intéressant de considérer les distances définies par des normes.

�

Il m’arrive assez souvent d’utiliser
aussi la notation ∥ ∥V pour représenter
NV .

Définition 4.1 Soit V un espace vectoriel (sur R ou C), une norme
NE est une application de E dans R+ qui satisfait les propriétés
suivantes :

1) NV(x) = 0 ⇐⇒ x = 0
2) NV(λx) = |λ|NV(x)
3) NV(x + y) ≤ NV(x) + NV(y)

Dans ces conditions,

dV(x, y) = NV(x − y)

est une distance sur V.

Les distances dp définies ci-dessus sont en fait issues de norme.
L’autre exemple essentiel est celui des fonctions continues sur un en-
semble compact.

Définition 4.2 Deux normes N1 et N2 sont équivalentes s’il existe
0 < c < C tels que pour tout x ∈ V,

c N1(x) ≤ N2(x) ≤ C N1(x)

Quand deux normes sont équivalentes,
les topologies associées coïncident. En
particulier, toute suite convergente pour
l’une, l’est automatiquement pour l’autre.
Les ouverts (respectivement les fermés)
de l’une sont les ouverts (respectivement
les fermés) de l’autre, etc.

4.2 Continuité des applications linéaires

Dans les espaces vectoriels, on est souvent amené à considérer des
applications linéaires. La caractérisation de leur continuité est particu-
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lièrement simple.

Théorème 4.3 Soit V et W deux espaces vectoriels normés et f une
application linéaire de V dans W. La fonction f est continue si
et seulement si l’image par f d’une partie bornée de V est une
partie bornée de W.

Démonstration. =⇒ Soit S bornée, il existe r > 0 tel que S ⊂ B(0, r). Si
f (S) n’est pas borné alors pour tout m > 0, il existe xm ∈ S tel que

∥ f (xm)∥W ≥ m donc ∥ f (
xm

m
)∥W ≥ 1.

Or
∥ xm

m
∥V ≤ r

m
m→∞−−−→ 0

et comme f (0) = 0, par continuité de f on a

f (xm/m)
m→∞−−−→ 0,

d’où une contradiction.
⇐= Si f n’est pas continue, il existe une suite (vn, n ≥ 1) qui converge
vers v mais telle que f (vn) ne converge pas vers f (v). Par conséquent,
il existe ϵ > 0 tel que pour tout n, il existe mn ≥ n tel que

∥ f (vmn)− f (v)∥W ≥ ϵ =⇒ f
(

vmn − v
∥vmn − v∥V

)
≥ ϵ

∥vmn − v∥V
·

Comme
vmn − v

∥vmn − v∥V
∈ B(0, 1),

et que f envoie tout ensemble borné sur un ensemble borné,

sup
n

f
(

vmn − v
∥vmn − v∥V

)
< ∞

or
ϵ

∥vmn − v∥V

n→∞−−−→ ∞,

puisque vmn → v, d’où une contradiction. ■

Corollaire 4.4 Soit V et W deux espaces vectoriels normés et f :
V → W linéaire. La fonction f est continue si et seulement si

∥ f ∥op
not.
= sup

0<NV(x)≤1

NW( f (x))
NV(x)

= sup
NV(x)=1

NW( f (x)) < ∞.

Les approximations dont on a parlé dans le chapitre précédent servent à
faire des raisonnements par densité dont voici un exemple.
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Théorème 4.5 Soit y ∈ R et τy l’application définie par

τy : L1 −→ L1

f 7−→ (x 7→ f (x − y))

est continue. Par ailleurs, l’application

R −→ L1

y 7−→ τy f

est continue.

Démonstration. Étape 1. Montrons d’abord que τy f est intégrable. On
doit montrer que ∫

| f (x − y)| dx < ∞.

Or d’après le changement de variables u = x − y, on a∫
| f (x − y)| dx =

∫
R
| f (u)| du

dont on sait que c’est fini puisque f appartient à L1. On en déduit aussi
que

∥τy f ∥L1 = ∥ f ∥L1

donc pour tout y ∈ R, τy est continue de L1 dans L1.
Étape 2. Là, l’application n’est plus linéaire donc on revient à la
définition classique de la continuité. On doit montrer que

∥τy f − τy0 f ∥L1 =
∫

R
| f (x − y)− f (x − y0)| dx

y→y0−−−→ 0.

On remarque d’abord que par changement de variables,∫
R
| f (x − y)− f (x − y0)| dx =

∫
R
| f (x − (y − y0))− f (x)| dx

donc il suffit de montrer la continuité en y = 0.
Étape 3. On fixe ϵ > 0 et on considère fϵ continue à support compact
telle que

∥ f − fϵ∥L1 ≤ ϵ.

On écrit ensuite∫
R
| f (x − y)− f (x)| dx ≤

∫
R
| f (x − y)− fϵ(x − y)| dx

+
∫

R
| fϵ(x − y)− fϵ(x)| dx +

∫
R
| fϵ(x)− f (x)| dx

= 2∥ f − fϵ∥L1 +
∫

R
| fϵ(x − y)− fϵ(x)| dx.
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On peut toujours se restreindre à |y| ≤ 1 et fϵ est continue sur supp fϵ +

[−1, 1], qui est compact, donc fϵ y est uniformément continue. Soit
δ > 0 tel que

|x − z| ≤ δ =⇒ | fϵ(x)− fϵ(z)| ≤ ϵ.

On a donc
|x − z| ≤ δ =⇒ | f (x)− f (z)| ≤ 3ϵ.

La continuité en découle. ■

Choisissons la fonction

r(y) =
1√
y

1]0,1](y)

qui appartient à L1. Le résultat précédent implique que

lim
x→0

∫
R

∣∣∣∣ 1√
x − y

1]0,1](x − y)− 1√
y

1]0,1](y)
∣∣∣∣ dy = 0,

ce qui n’a rien d’évident si l’on essaye de le montrer directement.

Théorème de l’image ouverte et conséquences

En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues
puisque

NW

(
f (x)− f (y)

)
= NW

(
f (x − y)

)
= NW

(
N

∑
i=1

(xi − yi) f (ei)

)

≤
(

N

∑
i=1

NW

(
f (ei)

))
∥x − y∥∞.

Par conséquent, une application linéaire inversible admet un inverse
continu. En dimension infinie, le résultat reste vrai mais la preuve en
est nettement plus sophistiquée puisqu’elle repose sur le lemme de
Baire.

Théorème 4.6 — Image ouverte. Soit f une application linéaire conti-
nue surjective d’un Banach V dans un Banach W. L’application
f envoie les ouverts de V sur des ouverts de W.

Corollaire 4.7 — Théorème d’isomorphisme de Banach. Soit V et W
deux espaces de Banach. Si f : V → W est linéaire, continue et
bijective, son inverse est continue.

Démonstration. Comme f est bijective, pour U ouvert de W,

( f−1)−1(U) = f (U),

qui est un ouvert de V d’après le théorème de l’image ouverte. ■
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Corollaire 4.8 Soit V un espace vectoriel muni de deux normes N1

et N2. On suppose que

i) Les deux espaces (V, N1) et (V, N2) sont des espaces de
Banach

ii) Il existe c > 0 tel que

N2(x) ≤ c N1(x), ∀x ∈ V. (4.1)

Alors il existe c′ > 0 tel que

N1(x) ≤ c′ N2(x), ∀x ∈ V.

Les deux normes sont donc équivalentes.

Démonstration. L’identité de (V, N1) dans (V, N2) est évidemment li-
néaire et bijective. L’équation (4.1) revient à dire qu’elle est continue
donc le théorème 4.6 assure que son inverse, c’est-à-dire elle-même, est
continue de (V, N2) dans (V, N1). ■

On peut en déduire une nouvelle caractérisation des fonctions conti-
nues.

Définition 4.9 Soit T : V → W deux espaces vectoriels. Le graphe
de T, noté G(T), est défini par

G(T) =
{
(x, T(x)), x ∈ V

}
⊂ V × W.

L’espace V × W peut être muni de la norme

N
(
(x, y)

)
= NV(x) + NW(y)

ou de n’importe quelle norme de la forme

NR2

(
NV(x), NW(y)

)
où NR2 est n’importe quelle norme sur R2.

Théorème 4.10 Soit V et W deux espaces de Banach et T linéaire
de V dans W. L’application T est continue si et seulement si
G(T) est fermé dans V × W.

Démonstration.
Étape =⇒. L’application

θ : V × W −→ W

(x, y) 7−→ y − T(x)
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est continue puisque T l’est :

NW(y − T(x)) ≤ NW(y) + NW(T(x)) ≤ NW(y) + ∥T∥ NV(x).

Comme
G(T) = θ−1({0W}),

G(T) est bien fermé.
Étape ⇐=. On considère sur V les deux normes

N1(x) = NV(x) + NW(T(x)) et N2(x) = NV(x).

Une suite de (V, N1) qui est de Cauchy l’est aussi pour (V, NV) donc
elle converge, i.e. il existe x ∈ V tel que

NV(xn − x) n→∞−−−→ 0.

La suite des T(xn) est aussi de Cauchy dans W donc elle converge vers
un certain η. La suite de points {(xn, T(xn)), n ≥ 1} appartient à G(T)
et converge vers (x, η) dans V × W. Comme G(T) est fermé, le couple
(x, η) appartient au graphe donc η = T(x). Par conséquent, la suite
(xn, n ≥ 1) converge dans V pour N1 donc (V, N1) est un Banach.

On a de manière évidente

N2(x) ≤ N1(x).

Le lemme 4.8 implique qu’il existe c′ > 0 tel que

N1(x) ≤ c′ N2(x) =⇒ NW(T(x)) ≤ c′ NV(x).

Ce qui est bien la caractérisation de la continuité de T. ■

4.3 Compacité

Le résultat principal de cette section est le théorème de Riesz.

Théorème 4.11 — Théorème de Riesz. Soit (V, NV) un espace de
Banach. Sa boule unité fermée est compacte si et seulement si V
est de dimension finie.

On a besoin de deux lemmes préparatoires.

Lemme 4.12 Soit (V, NV) un espace vectoriel normé et M un sous-
espace vectoriel fermé. Si M ̸= V, pour tout ϵ ∈]0, 1[, il existe
xϵ ∈ V tel que

NV(xϵ) = 1 et d(xϵ, M) ≥ 1 − ϵ.

Démonstration. Soit y ∈ V\M. Comme M est fermé

α
not.
= d(y, M) > 0.
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Fixons ϵ ∈]0, 1[, il existe mϵ ∈ M tel que

NV(y − mϵ) ≤ α

(
1 +

ϵ

1 − ϵ

)
·

L’expression précise du terme de droite n’a pas vraiment d’importance, il faut
juste que ce soit un terme strictement plus grand qu’α et qui tende vers α

quand ϵ tend vers 0. Le choix fait ici est juste à visée esthétique pour tomber
pile poil sur la quantité 1 − ϵ de l’énoncé du lemme.

On pose

xϵ =
y − mϵ

NV(y − mϵ)

qui est évidemment de norme 1. Reste à vérifier qu’il satisfait la pro-
priété désirée. Soit m ∈ M,

NV(xϵ − m) = NV

(
y − mϵ

NV(y − mϵ)
− m

)
= NV(y − mϵ)

−1NV

(
y − (mϵ + NV(y − mϵ)m)

)
≥ NV(y − mϵ)

−1d(y, M) (4.2)

puisque mϵ + NV(y−mϵ)m appartient à l’espace vectoriel M. Par consé-
quent, (4.2) implique

NV(xϵ − m) ≥ NV(y − mϵ)
−1 α ≥

(
1

1 − ϵ

)−1
= 1 − ϵ.

■

Le preuve du corollaire est laissée au lecteur.

Corollaire 4.13 On suppose qu’il existe une suite d’espaces fermés
(Mn, n ≥ 1) tels que

Mn ⊂ Mn+1 et Mn ̸= Mn+1.

Il existe une suite (yn, n ≥ 1) telle que

yn ∈ Mn, NV(yn) = 1 et d(yn+1, Mn) ≥
1
2
·

Preuve du théorème 4.11. Étape ⇐=. Soit x1, · · · , xN une base de V.
L’application

θ : (RN , ℓ∞) −→ V

(α1, · · · , αN) 7−→
N

∑
j=1

αjxj (4.3)

est bijective, continue puisque

NV(
N

∑
j=1

αjxj) ≤
N

∑
j=1

|αj|NV(xj) ≤
(

N

∑
j=1

NV(xj)

)
∥α∥ℓ∞ . (4.4)
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Son inverse est donc aussi continue. Posons γ = ∥θ−1∥op. On a par
définition de la norme

∥θ−1(y)∥∞ ≤ γ NV(y), ∀y ∈ V.

Soit (yk, k ≥ 1) une suite de points de BV(0, 1), la suite (θ−1(yk), k ≥ 1)
est une suite de points du compact BRN (0, γ) = [−γ, γ]N donc on peut
en extraire une sous-suite qui converge. Par continuité de θ, l’image
de cette suite par θ est une sous-suite convergente de BV(0, 1), qui est
donc compact.
Étape =⇒. Si V n’est pas de dimension finie, on peut trouver une
famille dénombrable libre (xn, n ≥ 1) de V. On pose alors

Mn = Vect{xj, j = 1, · · · , n}.

En vertu du corollaire 4.13, il existe une suite (yn, n ≥ 1) telle que

NV(yn) = 1 et NV(ym − yn) ≥
1
2

pour m > n.

On ne peut pas extraire de sous-suite convergente de cette suite donc
la boule unité n’est pas compacte. ■

En dimension finie, le résultat fondamental est que toutes les normes
sont équivalentes.

Théorème 4.14 Soit V un espace vectoriel de dimension finie N et
soit θ l’application définie dans (4.3). Il existe 0 < δ ≤ ∆ tels que
pour tout x ∈ RN ,

δ ∥x∥∞ ≤ N
(

θ(x)
)
≤ ∆ ∥x∥∞.

Démonstration. La boule unité de (RN , ℓ∞) est l’ensemble [−1, 1]N dont
on sait qu’il est compact (d’après le théorème de Riesz ou celui de
Tychonoff). On a vu dans (4.4) que θ est continue donc elle atteint ses
extréma. Soit δ et ∆ défini par

δ = inf
{

θ(x), ∥x∥∞(x) = 1
}
> 0 et ∆ = sup

{
θ(x), ∥x∥∞ = 1

}
> 0.

Il vient pour tout x de norme 1 :

δ ≤ N
(

θ(x)
)
≤ ∆.

Pour x ̸= 0RN , x/∥x∥∞ est de norme 1 et comme θ est linéaire

θ

(
x

∥x∥∞

)
=

1
∥x∥∞

θ(x).

Par conséquent, pour tout x ̸= 0,

δ ∥x∥∞ ≤ N
(

θ(x)
)
≤ ∆ ∥x∥∞

et comme θ(0Rn) = 0, cette égalité est vraie pour tout x ∈ RN . ■
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Corollaire 4.15 Soit N1 et N2 deux normes sur un espace vectoriel
de dimension finie. Les deux normes sont équivalentes.

Démonstration. Le théorème 4.14 stipule l’existence de δi, ∆i tels que
pour i = 1, 2 et pour tout v ∈ V,

δi N∞(θ−1(v)) ≤ Ni(v) ≤ ∆i N∞(θ−1(v))

Par conséquent,

N1(v) ≤ ∆1 N∞(θ−1(v))

≤ ∆1

δ2
N2(v).

De la même manière,

N2(v) ≤
∆2

δ1
N1(v).

On a donc bien montré l’équivalence. ■

En dimension infinie, il n’y aucune raison pour que deux normes soient
équivalentes. Prenons V, l’ensemble des fonctions continues sur [0, 1],
muni de la norme infinie et de la norme L1. La suite de fonctions
(x 7→ xn, n ≥ 1). On a

∥xn∥L1 =
1

n + 1
et ∥xn∥∞ = 1.

Il n’existe donc pas de constante universelle telle que

∥ f ∥∞ ≤ c ∥ f ∥L1 , ∀ f ∈ V.

On a par contre
∥ f ∥L1 ≤ ∥ f ∥∞.

Corollaire 4.16 Les parties compactes d’un espace vectoriel normé
de dimension finie sont les parties fermées bornées.

Démonstration. Étape 1. On sait que les compacts de V sont fermés et
bornés.
Étape 2. Soit maintenant, K ⊂ V fermé, borné. On reprend la fonction
θ du théorème 4.14. On sait que θ est bijective, linéaire et continue
ainsi que son inverse. En tant qu’image inverse d’un fermé par une
application continue, θ−1(K) est fermé dans (Rn, ℓ∞).

En tant qu’image directe d’un borné par une application linéaire
continue, θ−1(K) est borné dans (Rn, ℓ∞). Les projections de θ−1(K) sur
chacune des composantes sont fermées bornées dans R. Le théorème
de Bolzano-Weierstrass dit alors que ce sont des compacts. Comme le
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produit cartésien de compacts est compact, on en déduit que θ−1(K)
est compact.
Étape 3. Enfin comme

K = θ
(

θ−1(K)
)

,

K apparaît comme l’image d’un compact par une application continue
donc K est compact. ■

En résumé, en dimension infinie, la boule unité fermée n’est pas
compacte et les normes ne sont pas nécessairement équivalentes. Les
critères de compacité dans les espaces de dimension infinie, tels que le
théorème d’Arzela-Ascoli, sont donc de précieux outils.



5
Séparation et optimisation

Figure 5.1: Hans Hahn (1879 - 1934)

5.1 Formes linéaires et espace dual

Définition 5.1 Soit E un espace vectoriel normé, une forme linéaire
est une application linéaire de E dans R.

■ Exemple 5.1 Dans un espace de dimension finie, disons Rn, une forme
linéaire est complètement déterminée par son action sur une base
(ei, 1 ≤ i ≤ n) : si l’on pose

fi = f (ei)

alors

f (
n

∑
i=1

xiei) =
n

∑
i=1

fixi.

L’ensemble des formes linéaires sur E de dimension n est donc un
espace vectoriel de même dimension. ■

Définition 5.2 — Dual topologique. Soit (E, N) un espace vectoriel
normé, E′ son dual topologique est l’ensemble des formes li-
néaires continues (d’où l’aspect topologique) définies sur E.

C’est un espace vectoriel que l’on munit de la norme

∥ f ∥E′ = sup
x∈E

N(x)≤1

| f (x)|. (5.1)

On notera généralement

f (x) = ⟨ f , x⟩E′ ,E

que l’on appellera le ⟨x′, x⟩E′ ,E de dualité.

■ Exemple 5.2 Notons (e′i , 1 ≤ i ≤ n) la base duale de (ei, 1 ≤ i ≤ n),
c’est-à-dire la famille de formes linéaires définies par

⟨e′i , ej⟩E′ ,E = 1j(i).
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Si l’on met sur Rn la norme ℓ1 :

∥
n

∑
i=1

xiei∥1 =
n

∑
i=1

|xi|

alors

∥
n

∑
i=1

x′ie
′
i∥E′ = sup

∥x∥1≤1

∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

x′i xi

∣∣∣∣∣
≤ ∥x′∥∞ ∥x∥1

≤ ∥x′∥∞

où
∥x′∥∞ = max

i=1,··· ,n
|x′i |.

On en déduit que
∥x′∥E′ ≤ ∥x′∥∞.

Soit i0 tel que
|x′i0 | = max

i=1,··· ,n
|x′i |

et x = signe(x′i0) ei0 . On a

∥x∥1 = 1 et ⟨x′, x⟩E′ ,E = |x′i0 | = ∥x′∥∞.

Ceci signifie que le sup dans la définition de la norme sur E′ est atteint
et que ∥x′∥E′ = ∥x′∥∞. En conclusion, l’application

(E′, NE′) −→ (Rn, ℓ∞)

∑ x′i e′i 7−→ (x′1, · · · , x′n)

est linéaire, bijective et isométrique ; c’est ce que l’on appelle une isomé-
trie bijective.

Deux espaces vectoriels qui sont en relation par une telle application
ont les mêmes propriétés tant algébriques que topologiques, en consé-
quence, on identifie souvent de tels espaces. Le dual topologique de
(Rn, ℓ1) est donc identifiable à (Rn, ℓ∞). ■

Plus généralement, on a le résultat suivant.

Théorème 5.3 Soit (E, E , µ) un espace mesuré et Lp(E, µ) l’espace
des fonctions de puissance p-ième µ-intégrable.

Soit q défini par
1
p
+

1
q
= 1.

Pour 1 ≤ p < ∞, le dual de Lp(µ) est isométriquement iso-
morphe à Lq(µ). En revanche, le dual de L∞(µ) est plus grand
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que L1(µ). Le crochet de dualité est défini par

⟨ f , g⟩ =
∫

f g dµ.

Remarquons que pour µ la mesure de comptage sur N, on obtient que

ℓp(N) = {u, ∑
n≥0

|un|p < ∞}

est en dualité avec lq(N) : toute forme linéaire continue sur ℓp(N) est
représentable par une suite v ∈ ℓq(N) et le crochet de dualité est donné
par

⟨v, u⟩ℓq , ℓp =
∞

∑
n=0

vn un.

On retrouve bien l’extension du résultat que l’on a vu plus haut pour
la dimension finie.

Exercice 5.1 Soit k ∈ N∗ et pour p ≥ 1

Hk,p = {u ∈ RN∗
,

∞

∑
n=1

|un|p nk < ∞}

muni de la norme

∥u∥k,p =

(
∞

∑
n=1

|un|p nk

)1/p

.

1) Montrer que Hk,p est un espace de Banach.
2) Quel est son dual topologique ?

■

Il se trouve que l’on connaît aussi le dual de l’ensemble des fonctions
continues.

Théorème 5.4 — Théorème de Riesz. Soit K ⊂ RN un ensemble com-
pact, le dual de C(K; R) muni de la norme infinie, est isomé-
triquement isomorphe à l’ensemble, noté M f (K), des mesures
finies sur K. Le crochet de dualité est défini par

⟨µ, f ⟩M, C =
∫

K
f dµ.

■ Exemple 5.3 L’exemple le plus simple d’une telle forme linéaire est la
masse de Dirac en un point a ∈ E. L’application

εa : C(K; R) −→ R

f 7−→ f (a)

est linéaire et continue puisque

| f (a)| ≤ ∥ f ∥∞.
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La mesure δa est définie par∫
f dδa = f (a)

■

Exercice 5.2 On considère l’espace Hol0(α) des fonctions α-Hölder
sur [0, 1], nulles en 0, muni de la norme

∥ f ∥ = sup
s ̸=t

| f (t)− f (s)|
|t − s|α ·

Soit a ∈]0, 1].

1) Montrer que εa appartient au dual de Hol0(α).
2) Calculer sa norme.

On montrera que t 7→ tα est dans Hol0(α).

■

Exercice 5.3 On considère c0 l’ensemble des suites de nombres
réels qui tendent vers 0 muni de la norme infinie :

∥u∥∞ = sup
n≥1

|un|.

On considère l’application

T : c0 −→ R

u 7−→
∞

∑
n=1

2−n un.

1) Montrer que T ∈ c′0 et calculer ∥T∥c′0
.

2) Existe-il u telle que ∥u∥∞ = 1 et T(u) = ∥T∥c′0
?

■

(
a
b

)

{(x, y), ax + by = 0}

{(x, y), ax + by = α}

Après cette digression sur les espaces duals, revenons à nos moutons
sur la séparation. Dans R2, une forme linéaire f est donc identifiée par
un vecteur (a, b) ∈ R2 et

⟨(a, b), (x, y)⟩R2,R2 = ax + by.

Par conséquent, on a

ker f =
{
(x, y) ∈ R2, ax + by = 0

}
= Vect{

(
a
b

)
}⊥.

Géométriquement, le noyau de f est donc une droite vectorielle.
Dans R3, il faut trois réels (a, b, c) pour caractériser une forme li-

néaire, le noyau correspondant est donné par l’équation

(x, y, z) ∈ R3, ax + by + cz = 0.
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C’est l’équation d’un plan dans R3. Plus généralement, en dimension n,
le noyau d’une forme linéaire est de dimension n − 1, c’est un hyperplan.

Définition 5.5 Dans un espace vectoriel normé, on appelle hyper-
plan affine un ensemble de la forme

Hα =
{

x ∈ E, ⟨h, x⟩E′ ,E = α
}

où h ∈ E′.

On remarque que Hα est fermé comme image réciproque du
fermé {α} par l’application continue h.

■ Exemple 5.4 Dans R2, si h(x1, x2) = ax1 + bx2, Hα est la droite parallèle
à ker h telle que

ax1 + bx2 = α.

■

Définition 5.6 Soit A et B deux parties de E, on dit que l’hyperplan
Hα sépare A et B au sens large si

h(x) ≤ α si x ∈ A et h(x) ≥ α si x ∈ B.

Il les sépare au sens strict s’il existe ε > 0 tel que

h(x) ≤ α − ε si x ∈ A et h(x) ≥ α + ε si x ∈ B.

On peut aussi écrire

sup
x∈A

h(x) ≤ inf
x∈B

h(x).

pour la séparation large et

sup
x∈A

h(x) < inf
x∈B

h(x).

pour la séparation stricte.

A

{x ∈ E, ⟨h, x⟩E′ ,E = 0}

B

Figure 5.2: Géométriquement, les deux
ensembles A et B sont de part et d’autre
de l’hyperplan séparateur

5.2 Théorème de Hahn-Banach
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Définition 5.7 Soit E un espace vectoriel normé. Une application
sous linéaire j est une application de E dans R telle que

j(λx) = λ j(x), ∀x ∈ E, ∀λ > 0 (5.2)

j(x + y) ≤ j(x) + j(y), ∀x, y ∈ E. (5.3)

Théorème 5.8 — Hahn-Banach. [Théorème de Hahn-Banach] Soit
G un sous-espace vectoriel de E et j sous linéaire. Soit g une
application linéaire de G dans R telle que

g(x) ≤ j(x), ∀x ∈ E.

Alors il existe une forme linéaire f qui prolonge g :

f (x) = g(x), ∀x ∈ G

et telle que
f (x) ≤ j(x), ∀x ∈ E.

Corollaire 5.9 Soit G un sous-espace vectoriel de E et g une forme
linéaire continue sur G de norme

∥g∥G′ = sup
x∈G

∥x∥E≤1

|g(x)|.

Il existe f forme linéaire continue définie sur E qui prolonge g
et telle que

∥ f ∥E′ = ∥g∥G′ .

Démonstration. Appliquer le théorème 5.8 à j(x) = ∥g∥G′∥x∥E. ■

Plus intéressant est le corollaire du corollaire :

Corollaire 5.10 Pour tout x0 ∈ E, il existe f0 ∈ E′ tel que

∥ f0∥E′ = ∥x0∥E et ⟨ f0, x0⟩E′ ,E = ∥x0∥2
E.

Démonstration. Appliquer le corollaire 5.9 à G = Rx0 et

g(tx0) = t∥x0∥2

de sorte que ∥g∥G′ = ∥x0∥E. ■

Et encore plus intéressant, le corollaire du corollaire du corollaire.

On notera que c’est un max et non un
sup, ce qui signifie que la borne est at-
teinte pour une certaine forme linéaire.
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Corollaire 5.11 Pour tout x ∈ E,

∥x∥E = max
∥ f ∥E′≤1

∣∣∣⟨ f , x⟩E′ ,E

∣∣∣.

Démonstration. D’une part, par définition de la norme dans E′, on a

∣∣∣⟨ f , x⟩E′ ,E

∣∣∣ ≤ ∥ f ∥E′∥x∥E

donc

sup
∥ f ∥E′≤1

∣∣∣⟨ f , x⟩E′ ,E

∣∣∣ ≤ ∥x∥E.

D’autre part, d’après le corollaire 5.10, il existe f0 ∈ E′ tel que

| f0∥E′ = ∥x∥E et ⟨ f , x⟩E′ ,E = ∥x∥2
E.

Posons alors

f1 =
f0

∥ f0∥E′
=

f0

∥x∥E
·

On a évidemment ∥ f1∥E′ = 1 et

⟨ f1, x⟩E′ ,E = ∥x∥E,

d’où le résultat. ■

Exercice 5.4 On considère E = Rn muni de la norme ℓ1. Soit
x ∈ Rn.

1) Trouver f ∈ E′ telle que ∥ f ∥E′ = ∥x∥E et ⟨ f , x⟩E′ ,E = ∥x∥2
1.

2) f est-elle toujours unique ?

■
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5.3 Ensembles et fonctions convexes

Définition 5.12 Un ensemble C est convexe si pour tout x, y ∈ C,
pour tout α ∈ [0, 1],

αx + (1 − α)y ∈ C.

En d’autres termes, pour toute paire de points de C, tout le
segment entre ces deux points est inclus dans C.

Exercice 5.5 Soit E un espace vectoriel normé. On appelle applica-
tion de dualité, l’application qui à x ∈ E associe le sous ensemble
de E′

F(x) =
{

f ∈ E′, ∥ f ∥E′ = ∥x∥E et ⟨ f , x⟩E′ ,E = ∥x∥2
E

}
.

1) Montrer que l’on a aussi

F(x) =
{

f ∈ E′, ∥ f ∥E′ ≤ ∥x∥E et ⟨ f , x⟩E′ ,E = ∥x∥2
E

}
.

2) En déduire que F(x) est non vide, convexe et fermé.

On dit qu’un espace vectoriel normé est strictement convexe si

∥ f ∥ = ∥g∥ = 1 et f ̸= g =⇒ ∥t f + (1 − t)g∥ < 1, ∀t ∈]0, 1[.

3) Parmi les espaces (Rn, ℓp). Quels sont ceux qui sont stricte-
ment convexes ?

4) Montrer que si E′ est strictement convexe alors F(x) est
réduit à un singleton.

■

Exercice 5.6 — Diagramme de Voronoi. On considère n points {x1, · · · , xn}
dans le plan et l’ensemble

C = {x, ∥x∥ ≤
n

min
i=1

∥x − xi∥}

l’ensemble des points qui sont plus proches de 0 que de l’un
des xi.

1) Montrer que C est convexe.

■

Une notion importante est celle de jauge d’un convexe :
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Définition 5.13 Soit C un convexe ouvert de E tel que 0 ∈ C. Pour
x ∈ E, on pose

j(x) = inf{α > 0, α−1x ∈ C}.

O

x

x/j(x)

C

Figure 5.3: Jauge d’une ellipse

Lemme 5.14 Avec les notations de la définition 5.13, la fonction j
est sous linéaire. De plus,

i) il existe M > 0 tel que

0 ≤ j(x) ≤ M ∥x∥E, ∀x ∈ E,

ii) on peut retrouver C à partir de sa jauge

C = {x ∈ E, j(x) < 1}.

Démonstration. Comme C est ouvert et contient 0, il existe r > 0 tel que
B(0, r) ⊂ C. Pour tout x ∈ E,

α−1x ∈ B(0, r) =⇒ α−1x ∈ C.

Pour tout x ∈ E, il est clair que

r x
∥x∥E

∈ B(0, r) ⊂ C.

Par conséquent,

j(x) ≤ 1
r
∥x∥E

donc 14.i) est vérifié.
La propriété (5.2) d’homogénéité de j est évidemment vérifiée.
Montrons maintenant 14.ii) dont on déduira (5.3). Soit x ∈ C, il existe

r > 0 tel que
B(x, r) ⊂ C.

Pour 0 < ϵ < r/∥x∥E, (1 + ϵ)x appartient à C. Par définition d’une
fonction de jauge, ceci signifie que

j(x) ≤ 1
1 + ϵ

< 1·
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r
x

O

(1 + ϵ)x

Figure 5.4: C = {x, j(x) < 1}

Soit maintenant, x tel que j(x) < 1, il existe donc α ∈]0, 1[ tel que

α−1x ∈ C.

Comme l’on peut écrire

x = α(α−1x) + (1 − α)0,

on en déduit que x appartient à C, d’où 14.ii).
Soit x, y ∈ E et fixons ϵ > 0. D’après ce qui précède

xϵ =
x

j(x) + ϵ
∈ C et yϵ =

y
j(y) + ϵ

∈ C.

Comme C est convexe, αxϵ + (1 − α)yϵ appartient à C pour tout α ∈
[0, 1]. Choisissons

α =
j(x) + ϵ

j(x) + j(y) + 2ϵ
·

On obtient que
x + y

j(x) + j(y) + 2ϵ
∈ C

donc
j(x + y) ≤ j(x) + j(y) + 2ϵ.

Comme ϵ était arbitraire, on obtient bien (5.3). ■

Le deuxième lemme contient en germe le résultat général.

Lemme 5.15 Soit C un ouvert convexe et x0 tel que x0 /∈ C. Il
existe f ∈ E′ qui sépare C et {x0} au sens large.

Démonstration. Quitte à tout translater, on peut toujours supposer que
0 ∈ C.

On pose G = Rx0 et l’on définit sur G, la forme linéaire

g(tx0) = t, ∀t ∈ R.
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On note jC, la jauge de C. Montrons que

g(x) ≤ jC(x), ∀x ∈ G.

En effet, si x = tx0 avec t ≤ 0, c’est immédiat puisque jC est une
fonction positive. Si t > 0,

g(x) = t et jC(tx0) = t jC(x0).

Comme x0 n’appartient pas à C, jC(x0) ≥ 1 donc

g(x) ≤ jC(x), ∀x ∈ G.

D’après le théorème de Hahn-Banach, il existe f ∈ E′ qui prolonge g et
telle que

⟨ f , x⟩E′ ,E ≤ jC(x), ∀x ∈ E.

D’après 14.ii),
C ⊂ {x, ⟨ f , x⟩E′ ,E < 1}

et comme f prolonge g, ⟨ f , x0⟩E′ ,E = 1. ■

A

x0

Rx0

{x, f (x) = 1}

Figure 5.5: Une version possible de l’hy-
perplan séparant C et x0

On peut alors donner la version géométrique du théorème de Hahn-
Banach :

Théorème 5.16 — Hahn-Banach géométrique. [Théorème de de Hahn-
Banach géométrique] Soit A et B deux convexes de E, non vides
et disjoints.

1) Si A est ouvert alors il existe un hyperplan qui sépare A et B
au sens large,

2) Si A est fermé et B est compact, il existe un hyperplan qui
sépare A et B au sens strict.
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Définition 5.17 On appelle demi-espace un sous-ensemble de E
de la forme {x, h(x) ≤ α} ou {x, h(x) ≥ α} pour une forme
linéaire h ∈ E′.

Théorème 5.18 Un ensemble convexe fermé est l’intersection des
demi-espaces qui le contiennent.

Démonstration. Que C convexe fermé soit dans l’intersection de demi-
espaces qui le contiennent est une évidence.

Réciproquement, soit D l’intersection des demi-espaces qui contiennent C.
S’il existe x /∈ C mais x ∈ D, , d’après 2., on peut séparer le fermé C
et le compact {x} par un hyperplan donc x /∈ D. Par l’absurde, on en
déduit que x appartient à D. ■

■ Remarque 6 Quand il n’y a qu’un nombre fini de demi-espaces, on a
un polyèdre convexe. Outre l’exemple du diagramme de Voronoi, on
peut aussi considérer l’enveloppe convexe d’un ensemble A, définie
comme le plus petit convexe qui contient A.

Figure 5.6: L’enveloppe convexe d’un
nuage de points aléatoires

■

Une autre conséquence du théorème de séparation est un résultat de
localisation des extréma d’une fonction convexe.

Définition 5.19 Une fonction f : C ⊂ E → R ∪ {+∞} est dite
convexe si C est convexe et pour tout x, y ∈ C, pour tout α ∈
[0, 1],

f (αx + (1 − α)y) ≤ α f (x) + (1 − α) f (y).

Définition 5.20 Soit C un convexe de E. Le point x de C est extrémal
s’il n’appartient à aucun segment ouvert d’extrémités dans E.
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De manière équivalente, on peut dire que x est un point
extrémal de C si et seulement si on a l’implication

y, z ∈ C, x =
y + z

2
=⇒ x = y = z.

La preuve du résultat suivant est loin d’être triviale. À l’instar du
théorème de Hahn-Banach, elle repose sur le lemme de Zorn.

Théorème 5.21 — Principe du maximum. Soit E un espace de Banach
et C un convexe compact non vide de E. Soit f une fonction
convexe continue définie sur C, elle atteint son maximum en
l’un des points extrémaux de C.

Ce théorème est à la base de la programmation linéaire, c’est-à-dire la
résolution de problèmes d’optimisation de la forme

max
x∈Rn

+

⟨c, x⟩Rn sous la contrainte Ax ≤ b.

Exercice 5.7 Soit

A =

(
5
2 −

√
3

2

−
√

3
2

3
2

)
.

1) Géométriquement, pour α ∈ R, quel est l’ensemble

Eα = {x ∈ R2, ⟨Ax, x⟩ = α}?

Soit C le carré [0, 1]× [0, 1].

2) Trouver
max
x∈C

⟨Ax, x⟩

On pourra interpréter géométriquement le problème.

■

■ Remarque 7 Dans ce genre de problème, le polyèdre le plus simple
est le carré unité [0, 1]d si on a d variables donc que l’on travaille dans
Rd. Un tel polyèdre a 2d sommets donc 2d points extrémaux. Le simple
inventaire de tous ces points est donc infaisable en temps raisonnable
dès que d dépasse la vingtaine de variables (on a un un million de
points à énumérer). Il faut donc trouver des algorithmes qui dépasse
cette malédiction de la dimension. ■





6
Fonctions convexes

Définition 6.1 — Epigraphe. Pour f : E −→ R ∪ {+∞}, on définit
son epi( f ), noté epi( f ), le sous-ensemble de E × R :

epi( f ) = {(x, ξ) ∈ E × R, ξ ≥ f (x)}.

Définition 6.2 Une fonction f : E → R est dite semi continue
inférieurement (s.c.i.) lorsque pour tout λ ∈ R, l’ensemble

{x, f (x) ≤ λ}

est fermé.

On a le lien suivant entre semi continuité inférieure et épigraphe dont
la preuve est dans les exercices.

Théorème 6.3 On a équivalence entre les trois propriétés sui-
vantes :

1) La fonction f est s.c.i.
2) Pour tout x ∈ E, pour tout suite (xn, n ≥ 1) de points de E

convergeant vers x, on a

lim inf
n

f (xn) ≥ f (x).

3) L’épigraphe de f est fermé.

On a aussi la généralisation du théorème qui dit qu’une fonction
continue sur un compact atteint ses bornes.

Théorème 6.4 Une fonction s.c.i. définie sur un compact atteint sa
borne inférieure.

Il n’est pas difficile de voir que
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Figure 6.1: Le point rempli indique la va-
leur de la fonction, le point vide sa limite
à droite. Le segment orange est inclus
dans l’épigraphe (en violet) donc celui-ci
est fermé. Si on permute les points rempli
et vide, la segment orange n’est plus dans
l’épigraphe, qui n’est donc plus fermé.

Théorème 6.5 Toute somme finie de fonctions s.c.i. est s.c.i. Le
supremum d’une famille de fonctions s.c.i. , i.e.

x 7→ sup
i∈I

fi(x),

est s.c.i.

■ Remarque 8 On peut multiplier une fonction s.c.i. par un réel positif et
obtenir une fonction s.c.i. mais si on multiplie par un réel négatif, on
obtient une fonction semi continue supérieurement, c’est-à-dire telle
que

{x, f (x) > λ}
est un ouvert pour tout λ. L’ensemble des fonctions s.c.i. est un cône et
pas un espace vectoriel. ■

Remarquons que f (x) ̸= +∞ si et seulement x ∈ epi( f ). On note

Dom( f ) = {x ∈ E, f (x) ̸= +∞}.

Définition 6.6 On dit qu’une fonction f : E −→] − ∞,+∞] est
convexe si pour tout x, y ∈ E, pour tout α ∈ [0, 1],

f (αx + (1 − α)y) ≤ α f (x) + (1 − α) f (y). (6.1)

La fonction f est strictement convexe si l’inégalité précédente
est stricte dès que x ̸= y et α /∈ {0, 1}.

Une fonction f est concave si − f est convexe.
Une fonction convexe est propre si elle n’est pas identique-

ment infinie (i.e., son domaine n’est pas vide) et ne prend pas la
valeur −∞.

■ Remarque 9 Par récurrence, on peut montrer que (6.1) est équivalente à
la version avec n points : soit (x1, · · · , xn) des points de E et (α1, · · · , αn)

des réels positifs de somme égalé à 1, alors f est convexe si et seulement
si

f (
n

∑
i=1

αi xi) ≤
n

∑
i=1

αi f (xi).
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■

Dans tout ce qui suit, on sous-entend par convexe, une fonction convexe
semi continue inférieurement et propre.

Lemme 6.7 Toute combinaison linéaire à coefficients positifs de
fonctions convexes est une fonction convexe.

Le sup d’une famille de fonctions convexes est convexe (d’où
l’intérêt de considérer des fonctions à valeurs éventuellement
infinies).

Le lemme suivant découle directement des définitions.

Lemme 6.8 Une fonction est convexe si et seulement si son épi-
graphe est convexe.

■ Exemple 6.1 — Fonction caractéristique convexe. La fonction caractéristique
d’un ensemble est habituellement la fonction

1A : E −→ {0, 1}

x 7−→

1 si x ∈ A

0 sinon.

Même si A est un ensemble convexe, cette fonction n’est pas convexe
(il suffit de regarder son épigraphe). On introduit alors la fonction
caractéristique convexe par

χA : E −→ {0,+∞}

x 7−→

0 si x ∈ A

+∞ sinon.

Comme epi(χA) = A × R+, on a directement que χA est convexe si et
seulement si A est convexe. ■

On admettra le théorème suivant

Théorème 6.9 Toute fonction convexe de Rn dans R est continue
sur l’intérieur de son domaine.

Théorème 6.10 Soit C un ouvert convexe de Rn et

f : C →]− ∞,+∞]

une fonction différentiable sur C.
La fonction f est convexe si et seulement si

f (z) ≥ f (x) + ⟨∇ f (x), z − x⟩, ∀x, z ∈ C. (6.2)
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■ Remarque 10 En dimension 1, comme

y = f (x) + f ′(x)(z − x)

est l’équation de la tangente au graphe de f au point x, l’inégalité (6.2)
signifie que le graphe de f est au dessus de toutes ses tangentes.

En d’autres termes, en toute dimension, l’épigraphe de f est dans
l’intersection des demi-espaces délimités par les hyper-plans tangents.

Démonstration. Supposons que (6.2) soit vérifiée. Soit x, y donné dans
C et z = αx + (1 − α)y. On a

f (x) ≥ f (z) + ⟨∇ f (z), x − z⟩
f (y) ≥ f (z) + ⟨∇ f (z), y − z⟩.

En sommant ces deux inégalités on obtient

α f (x) + (1 − α) f (y) ≥ f (z) + ⟨∇ f (z), (αx + (1 − α)y)− z⟩ = f (z),

d’où la convexité.
Réciproquement, soit f convexe et x ̸= z, deux éléments de C. On

pose

g(α) =
f (x + α(z − x))− f (x)

α

Supposons montré que g est croissante alors

⟨∇ f (x), z − x⟩ = lim
α↓0

g(α) ≤ g(1) = f (z)− f (x),

ce qui implique (6.2). Montrons maintenant la croissance de g. Soit
0 < α < β < 1 et posons

γ =
α

β
, u = x + β(z − x).

On a
f (x + γ(u − x)) ≤ γ f (u) + (1 − γ) f (x)

soit
f (x + γ(u − x))− f (x) ≤ γ( f (u)− f (x))

ou encore
f (x + α(z − x))

α
≤ f (x + β(z − x))

β
,

soit g croissante. ■

Pour les fonctions de Rn dans R, la différentielle seconde s’identifie à
la matrice

∇(2) f (x) =
(

∂2 f
∂xi∂xj

(x), 1 ≤ i, j n
)

.
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D’après le théorème de Schwarz qui dit que l’ordre de dérivation
partielle n’importe pas, cette matrice est symétrique. Elle définit donc
une forme bilinéaire par

Rn × Rn −→ R

(y, z) 7−→
n

∑
i=1

n

∑
j=1

∂2 f
∂xi∂xj

(x) yizj

ou de façon plus compacte

(y, z) 7−→ ⟨∇(2) f (x)y, z⟩,

on applique la matrice ∇(2) f (x) au vecteur y et l’on prend le produit
scalaire du vecteur qui en résulte avec z. Il y a alors équivalence entre

i) Pour tout y ∈ Rn,
⟨∇(2) f (x)y, y⟩ ≥ 0,

ii) Les valeurs propres (réelles) de la matrice ∇(2) f (x) sont positives.

On dit alors que la matrice ∇(2) f (x) est semi-définie positive. Si les
inégalités précédentes sont strictes alors elle est dite définie posi-
tive.

Corollaire 6.11 Soit C un ouvert convexe de Rn et

f : C →]− ∞,+∞]

une fonction deux fois différentiable sur C.
Si ∇(2) f (x) est une matrice symétrique semi-définie (respec-

tivement définie) positive alors f est convexe (respectivement
strictement convexe).

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème des accroissements
finis qui stipule que pour tout x, y ∈ C, il existe α ∈]0, 1[ tel que

f (y) = f (x) + ⟨∇ f (x), y − x⟩

+
1
2
⟨∇(2) f (x + α(y − x))(y − x), y − x⟩.

■

Corollaire 6.12 Pour p ≥ 1, la fonction définie sur R+ par x 7→ xp

est convexe. On a en particulier∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

xi

∣∣∣∣∣
p

≤ np−1
n

∑
i=1

|xi|p.

Démonstration. La dérivée seconde est p(p − 1)xp−2 qui est positive sur
R+ donc il suffit d’appliquer le corollaire 6.11. ■
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Exercice 6.1 1) Montrer que f : Rn →]− ∞,+∞] est convexe si
et seulement si pour tout x, y ∈ Rn, la fonction

R −→]− ∞,+∞]

t 7−→ f (x + ty)

est convexe.
On note S++

n , l’ensemble des matrices symétriques définies
positives de taille n. On considère

f : S++
n −→ R

M 7−→ − log det M

2) Montrer que f est convexe.
Indication : si M ∈ S++

n , on construira M1/2 ∈ S++
n telle que

M1/2M1/2 = M. On notera M−1/2 l’inverse de M1/2.

■

6.1 Fonctions convexes conjuguées

Avant d’aller plus loin, décrivons les formes linéaires continues
sur E × R où E est un espace vectoriel normé de dual topologique E′.

Théorème 6.13 Le dual topologique de E × R est E′ × R. Autre-
ment dit, une forme linéaire continue sur E × R se décompose
sous la forme d’un couple composé de x′ ∈ E′ et de λ ∈ R et

⟨(x′, λ), (x, α)⟩ = ⟨x′, x⟩E′ ,E + λ α. (6.3)

Démonstration. Il est évident que la formule (6.3) définit une forme
linéaire, qui plus est continue vu que

∣∣⟨(x′, λ), (x, α)⟩
∣∣ ≤ ∥x′∥E′∥x∥E + |λ||α|.

Réciproquement, si f est une forme linéaire sur E × R,

E −→ R

x 7−→ ⟨ f , (x, 0)⟩

est une forme linéaire continue sur E donc il existe x′ ∈ E′ tel que

⟨ f , (x, 0)⟩ = ⟨x′, x⟩E′ ,E.
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Par linéarité,

⟨ f , (x, α)⟩ = ⟨ f , (x, α.1)⟩
= ⟨ f , (x, 0)⟩+ α ⟨ f , (0E, 1)⟩
= ⟨x′, x⟩E′ ,E + λ α

en ayant posé
λ = ⟨ f , (0E, 1)⟩.

■

On a vu que le sup d’une famille de fonctions convexes est convexe,
on a une sorte de réciproque.

Théorème 6.14 Une fonction convexe est en tout point le sup des
fonctions affines qui la minore.

Démonstration. Étape 1. Montrons d’abord qu’il existe au moins une
fonction affine qui minore f . Comme on a convenu que f convexe
signifiait entre autre que f était propre, il existe x0 tel que f (x0) < ∞.
Soit r0 tel que

r0 < f (x0) donc tel que (x0, r0) /∈ epi( f ).

D’après le théorème de séparation appliqué à epi( f ) qui est un en-
semble convexe fermé de E × R et {(x0, r0)} qui est un compact de
E × R (voir figure 6.2), il existe une forme linéaire continue sur E × R
qui sépare ces deux ensembles strictement : il existe (x′0, λ0) ∈ E′ × R
et γ ∈ R tel que pour tout (x, r) ∈ epi( f ),

⟨(x′0, λ0), (x, r)⟩ ≥ γ > ⟨(x′0, λ0), (x0, r0)⟩. (6.4)

En particulier,

⟨(x′0, λ0), (x0, f (x0))⟩ > ⟨(x′0, x0), (x0, λ0)⟩

soit
⟨x′0, x0⟩E′ ,E + λ0 f (x0) > ⟨x′0, x0⟩E′ ,E + λ0r0.

Comme on a déjà r0 < f (x0), on a nécessairement λ0 > 0. On peut
donc diviser l’inégalité

⟨x′0, x⟩E′ ,E + λ0 f (x) ≥ γ

par λ0 d’où

f (x) ≥ 1
λ0

(
γ − ⟨x′0, x⟩E′ ,E

)
.

Il existe donc au moins une fonction affine qui minore f . On note p
cette fonction :

p : x 7→ γ − ⟨x′0, x⟩E′ ,E.
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Étape 2. Le théorème sera prouvé si l’on établit que pour tout (x1, r1)

avec r1 < f (x1), il existe une fonction affine q qui minore f et telle que
q(x) > r1. On utilise encore une fois le théorème de séparation pour
obtenir l’existence de (x′, λ) tels que pour tout (x, r) ∈ epi( f )

⟨x′, x⟩E′ ,E + λr ≥ β > ⟨x′, x1⟩E′ ,E + λr1. (6.5)

Comme
λ f (x1) > λr1

on a encore λ > 0. Par conséquent,

f (x) ≥ 1
λ

(
β − ⟨x′, x⟩E′ ,E

)
donc la fonction affine

q : x 7→ β − ⟨x′, x⟩E′ ,E

minore f et la deuxième partie de (6.5) induit que

q(x1) > r1,

ce que l’on voulait.
■

E

R

Bλ0

x0

epi( f )

H

Figure 6.2: Séparation de l’épigraphe et
d’un point

Corollaire 6.15 — Inégalité de Jensen. Soit µ une mesure de probabi-
lité et φ une fonction convexe de R dans R+ telle que∫

E
φ( f ) dµ < ∞.
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On a

φ

(∫
E

f dµ

)
≤
∫

E
φ( f ) dµ. (6.6)

Démonstration. Pour φab(x) = ax + b,

φab(
∫

E
f dµ) = a

∫
E

f dµ + b
∫

E
1 dµ

=
∫

E
(a f + b) dµ

=
∫

E
φab( f ) dµ

puisque µ est une mesure de probabilités. Comme φ est le sup des
fonctions affines qui la minorent, si l’on note

Σ(φ) =
{
(a, b) ∈ R2, φab ≤ φ

}
,

on a

sup
a,b∈Σ(φ)

∫
E
(a f + b) dµ =

∫
E

sup
a,b

(a f + b) dµ

=
∫

E
φ( f ) dµ.

Donc
sup

a,b∈Σ(φ)

φab(
∫

E
f dµ) ≤

∫
E

φ( f ) dµ

soit exactement (6.6). ■

En optimisation convexe, la notion de fonction conjuguée ou polaire
d’une fonction convexe joue un rôle primordial.

Définition 6.16 Soit E un espace vectoriel normé de dual E′. Soit
f : E → R ∪ {+∞}, sa fonction conjuguée f ∗ est définie par

f ∗ : E′ −→ R ∪ {+∞}
x′ 7−→ sup

x∈E

(
⟨x′, x⟩E′ ,E − f (x)

)
.

■ Remarque 11 Le théorème 6.14 indique au passage que si f est convexe
(s.c.i. et propre) alors il existe au moins une fonction affine qui la minore
donc f ∗ n’est pas identiquement infinie. ■

■ Remarque 12 On remarque que

f ∗(0) = sup
x∈E

(− f (x)) = − inf
x∈E

f (x) =⇒ inf
x∈E

f (x) = − f ∗(0)

donc minimiser f revient à calculer la valeur de sa fonction conjuguée
en 0, ce qui ne nécessite pas forcément de passer par la dérivée. ■
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■ Exemple 6.2 Un entreprise produit un article dont le coût est une
fonction convexe du nombre produit S(r). Le prix unitaire de l’article
est p donc le profit maximal de l’entreprise est

sup
r
(pr − S(r)) = S∗(p).

■

Lemme 6.17 La fonction f ∗ est convexe et semi continue inférieu-
rement.

Démonstration. Pour tout x ∈ E, la fonction

τx : E′ −→ R

x′ 7−→ ⟨x′, x⟩E′ ,E − f (x)

est affine (linéaire plus constante) donc convexe. De plus, elle est conti-
nue puisque

|τx(x′)− τx(y′)| ≤
∣∣∣⟨x′ − y′, x⟩E′ ,E

∣∣∣ ≤ ∥x′ − y′∥E′ ∥x∥E.

Elle est donc s.c.i. donc supx∈E τx est aussi s.c.i. Comme le sup d’une
famille de fonctions convexes est convexe, f ∗ est convexe. ■

Tant qu’à jouer, on peut recommencer et considérer la conjuguée de la
conjuguée, la bi-conjuguée ou la bi-polaire de f :

Définition 6.18 Soit f : E → R∪{+∞}. Sa bi-conjuguée est définie
par

f ∗∗ : E −→ R ∪ {+∞}
x 7−→ sup

x′∈E′

(
⟨x′, x⟩E′ ,E − f ∗(x′)

)
.

Mais les meilleurs jeux ont une fin :

Théorème 6.19 Soit f convexe, s.c.i. et propre, f = f ∗∗.

Démonstration. Compte-tenu du théorème 6.14, il suffit de montrer que
f ∗∗ est la plus grande des fonctions affines qui minorent f .
Étape 1. Dans un premier temps, fixons x′ ∈ E′. Une fonction affine

x 7→ ⟨x′, x⟩E′ ,E − α

minore f si
∀x ∈ E, ⟨x′, x⟩E′ ,E − α ≤ f (x).

Autrement dit si
α ≥ sup

x∈E

(
⟨x′, x⟩E′ ,E − f (x)

)
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soit
α ≥ f ∗(x′).

Soit A(x′) l’ensemble des fonctions affines qui minorent f :

A(x′) = {α ∈ R, ⟨x′, x⟩E′ ,E − α ≤ f (x) ∀x ∈ E}.

D’après ce qui précède, cet ensemble admet un plus grand élément
atteint pour le plus petit α possible, soit α = f ∗(x′) qui donne la
fonction affine

x 7→ ⟨x′, x⟩E′ ,E − f ∗(x′).

Étape 2. On connaît donc à x′ donné la fonction affine minorant f la
plus grand possible. Si on maximise en x′ à x fixé, i.e. si l’on considère

sup
x′∈E′

(
⟨x′, x⟩E′ ,E − f ∗(x′)

)
on aura nécessairement atteint la plus grande fonction affine possible,
or cette identité est précisément la définition de f ∗∗. ■

Exercice 6.2 On se place dans Rn et l’on considère

f (x) =
1
2
∥x∥2

pour n’importe quelle norme sur Rn.

1) Calculer f ∗.

On prend E un espace vectoriel normé et l’on considère

∀x ∈ E, f (x) = ∥x∥.

2) Montrer que

f ∗(x′) =

0 si ∥x′∥E′ ≤ 1

+∞ sinon.

■

Exercice 6.3 — Théorème de Gartner-Ellis. Soit X une variable aléa-
toire réelle telle qu’il existe s0 ≥ 0 et s1 > 0 avec

E
[
es0X

]
< ∞, E

[
es1X

]
< ∞.

1) Montrer que la fonction ϕX : s 7→ E
[
esX] est positive, conti-

nue et convexe sur ]s0, s1[.
2) Montrer que si E [X] = 0 alors ΦX atteint son minimum en 0

et que ΦX ≥ 1.
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On pose
ΦX = log ϕX .

On considère une suite de variables aléatoires (Xn, n ≥ 1) telle
que

1
n

ΦXn(s)
n→∞−−−→ Φ(s).

3) Montrer que Φ est convexe. Quelle est sa régularité mini-
male ?

On considère l’intervalle [a, b] et l’on veut montrer que

lim
n→∞

1
n

log P
(Xn

n
∈ [a, b]

)
≤ − inf

x∈[a,b]
Φ∗(x).

4) Montrer que
Ī := inf

x∈[a,b]
Φ∗(x) < ∞.

5) On fixe ϵ > 0. Montrer que

[a, b] ⊂
⋃

s∈R
{x, sx − Φ(s) ≥ Ī − ϵ}. (6.7)

6) Montrer qu’il existe (s1, · · · , sk) tels que

[a, b] ⊂
k⋃

i=1

{x, six − Φ(si) ≥ Ī − ϵ}.

7) Montrer que pour tout s,

P
(

s
Xn

n
− Φ(s) ≥ Ī − ϵ

)
≤ exp

(
−n
(
Φ(s)+ ( Ī − ϵ)

))
enΦn(s).

8) En déduire que

1
n

log P
(

Xn

n
∈ [a, b]

)
≤ 1

n

k

∑
i=1

exp
(
−n[Φ(si)− Φn(si) + Ī − ϵ]

)
(6.8)

et donc

lim sup
n→∞

1
n

log P
(Xn

n
∈ [a, b]

)
≤ Ī − ϵ. (6.9)

9) Soit (Yn, n ≥ 1) une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées telles que E [|Y1|] < ∞.
On pose

Xn =
n

∑
i=1

(Yi − m),
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où m = E [Y1]. Montrer que Xn/n converge en probabilités
vers 0.

■





7
Espaces de Hilbert

Figure 7.1: David Hilbert (1862 - 1943)

7.1 Définition et premières propriétés

Définition 7.1 Un produit scalaire sur un C-espace vectoriel H est
une application sesqui-linéaire à droite, définie positive :

1) ⟨λx + µy, z⟩ = λ⟨x, z⟩+ µ⟨y, z⟩,
2) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩.
3) ⟨x, x⟩ ≥ 0 pour tout x ∈ E,
4) ⟨x, x⟩ = 0 si et seulement si x = 0.

Un produit scalaire définit automatiquement une norme par la
relation

∥x∥E = ⟨x, x⟩1/2.

Un produit scalaire sur un R espace vectoriel H satisfait les mêmes
propriétés avec la convention que x̄ = x. L’inégalité de Cauchy-Schwarz
est valable pour tous les produits scalaires.

Théorème 7.2 Pour tout x, y ∈ E,

|ℜ(⟨x, y⟩)| ≤ ∥x∥E∥y∥E.

Démonstration. On sait que pour tout t ∈ R, ∥x + ty∥2
E ≥ 0. Or le

développement du produit scalaire donne

∥x + ty∥2
E = ⟨x + ty, x + ty⟩
= ⟨x, x⟩+ t⟨x, y⟩+ t⟨y, x⟩+ t2⟨y, y⟩
= ⟨x, x⟩+ t(⟨x, y⟩+ ⟨x, y⟩) + t2⟨y, y⟩
= ⟨x, x⟩+ 2tℜ(⟨x, y⟩) + t2⟨y, y⟩.

Le terme de droite est donc un polynôme du second degré en t qui est
toujours positif. Son discriminant est donc négatif ou nul, cela implique
que

ℜ(⟨x, y⟩)2 ≤ ⟨x, x⟩ ⟨y, y⟩.
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Cette identité équivaut à celle annoncée. ■

■ Exemple 7.1 1) L’exemple de base est bien entendu Rn muni du pro-
duit scalaire :

⟨x, y⟩ =
n

∑
i=1

xiyi.

Si on travaille sur Cn, il sera défini par

⟨x, y⟩Cn =
n

∑
i=1

xiyi.

2) Sa généralisation à n = ∞ est l’ensemble des suites indexées par N
dont la somme des carrés est finie :

ℓ2(N) = {(un, n ≥ 0),
∞

∑
n=0

|un|2 < ∞}.

On le munit du produit scalaire :

⟨u, v⟩ℓ2(N) =
∞

∑
n=0

unvn.

Indication : on utilisera l’identité de polarisation :

4xy = (x + y)2 − (x − y)2

pour montrer que l2(N) est un espace vectoriel et que le produit scalaire
est bien défini.

3) Si A est une matrice symétrique définie positive (i.e. toutes ses
valeurs propres sont strictement positives),

(x, y) 7−→ ⟨Ax, y⟩Rn

est un produit scalaire.
Indication : on écrira l’expression de cette forme bilinéaire dans une base
de diagonalisation de A.

4) Lorsque l’on travaille avec la mesure de Lebesgue,

L2 = { f ,
∫

| f (x)|2 dx < ∞}

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

⟨ f , g⟩ =
∫

f (x)g(x) dx.

■

Définition 7.3 Un C espace vectoriel H, muni d’un produit scalaire
est un espace de Hilbert lorsque H est complet pour la topologie
induite par le produit scalaire.
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Les propriétés des espaces de Hilbert réels et complexes sont tellement
similaires, que l’on ne précisera dorénavant plus le corps de base.

L’un des conséquences de l’inégalité de Cauchy-Schwarz est la conti-
nuité du produit scalaire :

Lemme 7.4 Si ((xn, yn), n ≥ 1) converge vers (x, y) dans H × H
alors

⟨xn, yn⟩ n→∞−−−→ ⟨x, y⟩.

Démonstration. Remarquons d’abord que si xn converge vers x alors la
suite des normes ∥xn∥ converge vers ∥x∥. En effet, on a de manière
générale ∣∣∣∥x∥ − ∥y∥

∣∣∣ ≤ ∥x − y∥.

Par conséquent, ∣∣∣∥xn∥ − ∥x∥
∣∣∣ ≤ ∥xn − x∥ n→∞−−−→ 0

par hypothèse. D’où le résultat. Par ailleurs, une suite de réels conver-
gente est nécessairement bornée donc

sup
n

∥xn∥ < ∞ et sup
n

∥yn∥ < ∞.

Maintenant,

⟨xn, yn⟩ − ⟨x, y⟩ = ⟨xn − x, yn⟩+ ⟨x, yn − y⟩.

D’après l’inégalité triangulaire et celle de Cauchy-Schwarz,∣∣∣⟨xn, yn⟩ − ⟨x, y⟩
∣∣∣ ≤ ∥xn − x∥ ∥yn∥+ ∥x∥ ∥yn − y∥.

Le premier terme est le produit d’une suite bornée par une suite qui
tend vers 0 donc tend vers 0. Le deuxième tend vers 0 par hypothèse.

■

En manipulant les produits scalaires grâce à la bilinéarité, on ob-
tient

Théorème 7.5 — Identité du parallélogramme. Soit H un espace de
Hilbert, les identités suivantes sont vraies pour tout couple (x, y)
d’éléments de H.

Identité du parallélogramme

∥x + y∥2 + ∥x − y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
(7.1)

La somme des carrés des longueurs des diagonales d’un parallélo-
gramme est égale à la somme des carrés des longueurs des côtés.
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Identité de polarisation

∥x + y∥2 − ∥x − y∥2 = 4⟨x, y⟩ (7.2)

si le corps de base est R et

(∥x + y∥2 − ∥x − y∥2) + i(∥x + iy∥2 − ∥x − iy∥2) = 4⟨x, y⟩

si le corps de base est C.

7.2 Théorème de projection

Théorème 7.6 Soit A une partie non vide, convexe et fermée d’un
espace de Hilbert H. Pour tout x ∈ H, il existe un unique x0 ∈ A
tel que

∥x − x0∥ = dist(x, A) := inf
y∈A

∥x − y∥. (7.3)

De plus, x0 est caractérisé par les propriétés

1) x0 appartient à A
2) Pour tout v ∈ A, on a la relation

⟨x − x0, v − x0⟩ ≤ 0. (7.4)

Démonstration. Par définition d’une borne inférieure, il existe une suite
(xn, n ≥ 1) de points de A telle que

lim
n→∞

∥x − xn∥ = dist(x, A). (7.5)

Appliquons l’identité du parallélogramme à x − xn et x − xm, on tire

2
(
∥x − xn∥2 + ∥x − xm∥2

)
= ∥2x − xn − xm∥2 + ∥xn − xm∥2.

Par conséquent, comme A est convexe,

∥xn − xm∥2 = 2
(
∥x − xn∥2 + ∥x − xm∥2

)
− 4∥x − xn + xm

2
∥2

≤ 2
(
∥x − xn∥2 + ∥x − xm∥2

)
− 4 dist(x, A).

(7.6)

Quand n et m tendent vers l’infini, le terme de droite de cette inégalité
tend vers 0 donc (xn, n ≥ 1) est une suite de Cauchy. Soit x0 sa
limite. Comme A est fermé, x0 appartient à A et de (7.5), on tire que
∥x − x0∥ = dist(x, A).

Si x1 est un autre point de A tel que ∥x − x1∥ = dist(x, A), en
appliquant (7.6) avec n = 0 et m = 1, on a

∥x0 − x1∥2 ≤ 0 d’où x1 = x0.



espaces de hilbert 109

Montrons maintenant que (7.3) équivaut à (7.4). Soit x0 qui satisfait
(7.3) et w ∈ A, le vecteur

v = (1 − t)x0 + tw

appartient à A pour tout t ∈ [0, 1]. Par définition de x0,

∥x − x0∥ ≤ ∥x − v∥ = ∥(x − x0)− t(w − x0)∥.

Par conséquent, en élevant cette relation au carré, on a

0 ≤ ∥x − x0∥2 ≤ ∥x − x0∥2 + t2∥w − x0∥2 − 2t⟨x − x0, w − x0⟩,

pour tout t ∈ [0, 1]. Ce qui donne

2⟨x − x0, w − x0⟩ ≤ t∥w − x0∥.

En faisant tendre t vers 0, on obtient (7.4).
Réciproquement, si x0 satisfait (7.4), alors pour tout v ∈ A

∥x − x0∥2 − ∥v − x0∥2 = 2⟨x − x0, v − x0⟩ − ∥x0 − v∥2 ≤ 0,

d’où (7.3). ■

Corollaire 7.7 Dans le cas où A est un espace vectoriel fermé, le
projeté de x sur A est caractérisé par les propriétés :

1) x0 appartient à A
2) Pour tout v ∈ A, on a la relation

⟨x − x0, v⟩ = 0. (7.7)

Démonstration. On sait que x0 est tel que

⟨x − x0, v − x0⟩ ≤ 0, ∀v ∈ A.

Comme A est un espace vectoriel, pour tout réel t

t⟨x − x0, v⟩ ≤ ⟨x − x0, x0⟩.

Comme le terme de droite ne dépend pas de t, la seule possibilité est
que

⟨x − x0, v⟩ = 0.

Réciproquement, si pour tout v ∈ A, (7.7) est satisfaite, comme x0

appartient à A, x0 − v aussi donc on a bien (7.4). ■
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Corollaire 7.8 Avec les notations et les hypothèses du théorème 7.6,
on note PA l’opérateur de projection orthogonale sur A. Cet
opérateur est lipschitzien :

∥PA(x1)− PA(x2)∥ ≤ ∥x1 − x2∥.

Démonstration. Posons ui = PA(xi) pour i = {1, 2}. Pour tout v ∈ A,
on a

⟨x1 − u1, v − u1⟩ ≤ 0 (7.8)

⟨x2 − u2, v − u2⟩ ≤ 0. (7.9)

On applique (7.8) à u2 et (7.9) à u1 d’où

⟨x1 − u1, u2 − u1⟩ ≤ 0

⟨x2 − u2, u1 − u2⟩ ≤ 0.

Après addition, on obtient

∥u1 − u2∥2 ≤ ⟨x1 − x2, u1 − u2⟩.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

∥u1 − u2∥2 ≤ ∥x1 − x2∥ ∥u1 − u2∥,

d’où le résultat. ■

Définition 7.9 Deux éléments x et y d’un espace de Hilbert H sont
orthogonaux si et seulement si ⟨x, y⟩ = 0. On note alors x⊥y.

Pour F un sous-espace de H, on note F⊥ l’ensemble des
éléments qui sont orthogonaux à tous les éléments de F :

F⊥ = { y ∈ H : ⟨x, y⟩ = 0 pour tout x ∈ F } .

Lemme 7.10 Pour tout sous-espace F, F⊥ est un sous-espace vec-
toriel fermé.

Démonstration. Pour tout x ∈ H, la forme linéaire ϕx(y) = ⟨x, y⟩ est
continue : d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ ∥y∥ donc sup
y ̸=0

∥ϕx(y)∥
∥y∥ ≤ ∥x∥.

Par conséquent, ker ϕx est un ensemble fermé et F⊥ = ∩x∈F ker ϕx aussi
en tant qu’intersection d’ensembles fermés. ■

Le corollaire 7.7 se réécrit
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Théorème 7.11 Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H, il y a
équivalence entre

1) ∥x − x0∥ = dist(x, F),
2) x0 ∈ F et x − x0 ∈ F⊥.

■ Exemple 7.2 Prenons R2 muni du produit scalaire usuel et

F = vect{(1, 0)},

l’espace vectoriel qui correspond à l’axe des abscisses. On prend le
vecteur x = (1, 1) et l’on cherche pF(x). On sait d’une part que pF(x) ∈
F donc pF(x) = λ (1, 0) = (λ, 0). D’autre part, tous les éléments de F
étant de la forme β(1, 0) avec β ∈ R, on a

⟨x − pF(x), β(1, 0)⟩ = 0. (7.10)

En traduisant cette identité en termes de coordonnées, on obtient

⟨(1 − λ, 1), (β, 0)⟩ = 0

soit
β(1 − λ) + 0 = 0.

Comme ceci doit être vrai pour tout β, on a nécessairement λ = 1 donc
pF
(
(1, 1)

)
= (1, 0). ■

Untitled5

October 14, 2020

In [3]: var('x')
M=Matrix([[1,x],[x,1]])
M

Out[3]: [1 x]
[x 1]

In [4]: M.eigenvalues()

Out[4]: [-x + 1, x + 1]

In [ ]:
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■ Exemple 7.3 On reprend le même exemple que le précédent sauf que
cette fois, on change le produit scalaire sur R2. On considère la matrice

A =

(
1 1

2
1
2 1

)

dont les deux valeurs propres sont 1/2 et 3/2, donc elle est définie
positive. On introduit alors ce nouveau produit scalaire

(x, y) = ⟨Ax, y⟩.

On reprend le raisonnement précédent. Seul change le produit scalaire
donc (7.10) devient

(x − pF(x), β(1, 0)) = 0 ⇐⇒ ⟨A(x − pF(x)), β(1, 0)⟩ = 0.

Une fois traduit en coordonnées, on obtient

⟨
(

1 1
2

1
2 1

)(
1 − λ

1

)
,

(
β

0

)
⟩ = 0,

soit

⟨
(

3
2 − λ
3
2 − λ

2

)
,

(
β

0

)
⟩ = 0.
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Ce qui impose λ = 3/2. Donc pour ce produit scalaire, pF
(
(1, 1)

)
=

(3/2, 0). Cherchons F⊥ pour ce produit scalaire.

F⊥ = {w = (w1, w2), ⟨Aw, (λ, 0)⟩ = 0, ∀λ ∈ R}.

Une fois écrit en coordonnées, on obtient

w1 +
1
2

w2 = 0.

F⊥ est donc la droite de pente −2. Si l’on projette le point (1, 1) sur
l’axe des abscisses parallèlement à cette droite, on obtient bien le point
d’abscisse 3/2. ■

 

■ Exemple 7.4 Considérons l’ensemble ℓ2(N) des suites de carré inté-
grable et F l’espace vectoriel des suites nulles à partir du K-ième rang
(K fixé une fois pour toute). Assurons-nous d’abord que F est bien
fermé. L’application

πn : ℓ2(N) −→ R

u = (u0, u1, · · · ) 7−→ un

est linéaire et continue car

u2
n ≤

∞

∑
k=0

u2
k

donc
|πnu|2 ≤ ∥u∥2

l2(N).

En passant aux racines carrées, on a bien

|πnu| ≤ ∥u∥l2(N).

Par conséquent, l’ensemble des suites donc la n-ième coordonnée est
nulle est

π−1
n ({0}),

donc c’est un fermé. Comme

F =
∞⋂

n=K+1

π−1
n ({0}),

F apparaît comme une intersection de fermés donc c’est un fermé.
Maintenant, montrons que

pFu = (u0, u1, · · · , uK, 0, 0, · · · ).

La suite proposée est bien un élément de F. D’autre part,

u − (u0, u1, · · · , uK, 0, 0, · · · ) = (0, · · · , 0, uK+1, uK+2, · · · ).
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Donc, si v est une suite donc seuls les K premiers termes sont non nuls,

⟨(0, · · · , 0, uK+1, uK+2, · · · ), v⟩ =
K

∑
k=0

0.vk + ∑
k≥K+1

uk.0 = 0.

D’après la caractérisation du projeté (cf. Théorème 7.11). ■

Parmi les espaces vectoriels fermés, il y a bien évidemment les
espaces vectoriels de dimension finie. Il en existe toutefois d’autres plus
intéressants.

Définition 7.12 Soit (Ω,A, P) un espace probabilisé, on note L2(P)
l’espace des variables aléatoires X (i.e. des fonctions A−B(R)

mesurables) telles que

E
[
|X|2

]
< ∞.

Si F est une sous-tribu de A, on note L2(F , P) l’ensemble des
variables aléatoires X qui sont F/B(R) mesurables et dans
L2(P).

Lemme 7.13 L’espace L2(Ω,F , P) est un sous espace vectoriel
fermé de L2(Ω,A, P).

Démonstration. Les combinaisons linéaires de fonctions F −B(R) sont
F − B(R) mesurables donc L2(F , P) est un sous espace vectoriel de
L2(Ω,A, P). Pour montrer qu’il est fermé, prenons une suite (Xn, n ≥
1) une suite d’éléments de L2(Ω,F , P) qui converge dans L2(Ω,A, P)
vers X. D’après la preuve de la complétude des espaces Lp, on sait qu’il
existe une sous-suite (Xnk , k ≥ 1) qui converge P-presque-sûrement
vers X. Or une limite presque-sûre de fonctions F −B(R) mesurables
est F −B(R) mesurable donc X appartient à L2(Ω,F , P). ■

Une façon classique de construire une sous-tribu est de ne considé-
rer que la plus petite tribu qui rend une variable aléatoire donnée
mesurable :

σ(X) =
{

X−1(A), A ∈ B(R)
}

.

Le lemme de Doob donne une caractérisation intéressante des variables
aléatoires Z qui sont σ(X)−B(R)-mesurables.

Lemme 7.14 Une variable aléatoire Z est σ(X)/B(R)-mesurable
si et seulement si il existe θ : R → R mesurable telle que

Z = θ(X).

Pour une autre variable aléatoire Y, on peut se demander ce qu’est
la projection de Y sur L2(σ(X), P). C’est une variable aléatoire dont
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l’utilisation est constante en probabilités : l’espérance conditionnelle,
notée E [X |Y]. Par définition de la projection

E
[
|Y − E [X |Y] |2

]
= inf

θ mesurable
E
[
|Y − θ(X)|2

]
.

L’espérance conditionnelle de Y sachant X est donc la fonction de X la
plus proche de Y au sens de la norme de L2(P). Calculons là dans un
cas simple.

Soit X et Y deux variables aléatoire discrètes. On note

pX,Y(x, y) = P(X = x, Y = y), pX(x) = P(X = x), pY(y) = P(Y = y).

D’après le théorème 7.11 et le lemme de Doob, la fonction θ doit être
telle que pour toute fonction ψ

E [(Y − θ(X))ψ(X)] = 0.

Or,

E [(Y − θ(X))ψ(X)]

= ∑
x

∑
y
(y − θ(x))ψ(x)pX,Y(x, y)

= ∑
x

∑
y

yψ(x)pX,Y(x, y)− ∑
x

∑
y

θ(x)ψ(x)pX,Y(x, y)

= ∑
x

ψ(x)

(
∑
y

y pX,Y(x, y)

)
− ∑

x
θ(x)ψ(x)

(
∑
y

pX,Y(x, y)

)

= ∑
x

ψ(x)

(
∑
y

y
pX,Y(x, y)

pX(x)

)
pX(x)− ∑

x
ψ(x) θ(x)pX(x)

Pour chaque x ∈ N, on choisit la fonction qui vaut 1 en x et 0 ailleurs,
donc

θ(x) = ∑
y

y
pX,Y(x, y)

pX(x)
·

On peut encore transformer un peu cette identité pour faire apparaître
la bien connue probabilité conditionnelle :

θ(x) = ∑
y

y
P(X = x, Y = y)

P(X = x)

= ∑
y

y P(Y = y | X = x).

On note souvent
θ(x) = E [Y | X = x]

voire
θ = E [Y | X] .
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Théorème 7.15 Tout sous-espace vectoriel fermé F d’un espace
de Hilbert H admet un sous-espace vectoriel supplémentaire
topologique : H = F ⊕ F⊥.

Démonstration. Si x ∈ F ∩ F⊥ alors ⟨x, x⟩ = 0 donc x = 0. Ce qui
signifie que F et F⊥ sont en somme directe.

Soit x ∈ H et pF(x) son projeté sur F. On sait d’après le théorème 7.11

que x − pF(x) ∈ F⊥. On peut donc écrire

x = (x − pF(x)) + pF(x) (7.11)

avec

x − pF(x) ∈ F⊥ et pF(x) ∈ F.

On a donc montré que H = F ⊕ F⊥.
■

Théorème 7.16 Pour tout sous-espace vectoriel F d’un espace de
Hilbert H,

1) F⊥
= F⊥

2) F = F⊥⊥.
3) F est dense si et seulement si F⊥ = {0}.

Démonstration. 1. Comme F ⊂ F, on a forcément F⊥ ⊂ F⊥. Par ailleurs,
si y ∈ F⊥ alors ⟨x, y⟩ = 0 pour tout les x ∈ F et par continuité du
produit scalaire, cela est encore vrai pour x ∈ F. Par conséquent, y
appartient aussi à F⊥ donc F⊥

= F⊥.

2. On sait que x ∈ H s’écrit de manière unique

x = pF(x) + p(F)⊥(x) = pF(x) + pF⊥(x)

mais aussi, comme F⊥ est un espace-vectoriel fermé,

x = pF⊥(x) + pF⊥⊥(x).

Par unicité des décompositions, on a

pF⊥⊥(x) = pF(x).

Si x ∈ F alors cette identité devient

x = pF⊥⊥(x) ∈ F⊥⊥

donc F̄ ⊂ F⊥⊥. On procède de même si x ∈ F⊥⊥ donc F⊥⊥ = F.



116 analyse fonctionnelle & analyse convexe

3. Un ensemble F est dense si F = H. D’autre part, H⊥ = {0}. En
vertu des points précédents, on a donc

F = H ⇐⇒ (F)⊥ = H⊥

⇐⇒ F⊥ = {0}.

On a bien transformé un résultat d’existence de suite approchante
en un critère simple à vérifier.

■

7.3 Séries de Fourier

Pour l’instant vous ne connaissez de fonctions que celles qui ont une
expression en termes des fonctions dites élémentaires : sin,cos, fractions
rationnelles, log, etc. mais dans la vraie vie les fonctions sont définies
de façon implicite : solution d’une équation différentielle, solution
d’un équation intégrale, etc. et l’on n’a que rarement une expression
explicite en fonction des fonctions élémentaires. On cherche donc par
tous les moyens à représenter ou au moins approcher ces fonctions
par des fonctions que l’on connaît. Il se trouve que les polynômes se
prêtent bien à approcher les fonctions continues mais que pour les
fonctions moins régulières, ça marche beaucoup moins bien. La théorie
des séries de Fourier permet d’approcher n’importe quelle fonction
de carré intégrable (donc quelque chose de bien moins régulier que
continue) par des sommes de sinus et de cosinus. C’était la motivation
initiale de Josep F. quand il s’est attaqué à l’équation de la chaleur.
Ce n’est que bien longtemps après leur parution, quand le cadre de
l’analyse fonctionnelle fut suffisamment mature, que sa théorie fut
reconnue à sa juste valeur et généralisée à bien d’autres situations.

Soit H un espace de Hilbert. On est obligé d’introduire temporaire-
ment la notion de famille sommable pour un ensemble non nécessaire-
ment dénombrable d’éléments de H.

Définition 7.17 On dit qu’une famille (xn, n ∈ M) d’éléments de
H est sommable s’il existe x ∈ H tel que pour tout ε > 0, il existe
M0 ⊂ M fini tel que pour tout I ⊃ M0 fini,

∥x − ∑
n∈I

xn∥ ≤ ε.

■ Remarque 13 Soit M un ensemble fini et soit (en, n ∈ M) un système
orthonormal. L’application

P : H −→ H

x 7−→ ∑
n∈M

⟨x, en⟩H en
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est la projection orthogonale sur vect(en, n ∈ M). En effet, il est clair
que P ◦ P = P et〈

x − ∑
n∈M

⟨x, en⟩H en, ek

〉
H

= ⟨x, ek⟩H −
〈

∑
n∈M

⟨x, en⟩H en, ek

〉
H

= ⟨x, ek⟩H − ∑
n∈M

⟨x, en⟩H ⟨en, ek⟩H = 0

donc (Id−P)(x) ⊥ vect(en, n ∈ M). Par conséquent,

∥x∥2 = ∑
n∈M

⟨x, en⟩2
H + ∥x − Px∥2

H . (7.12)

■

Théorème 7.18 — Procédé de Gram-Schmidt. Soit (xn, n ≥ 1) une
famille libre de H, il existe (en, n ≥ 1) famille de vecteurs ortho-
normaux telle que

vect{xn, n ≥ 1} = vect{en, n ≥ 1}.

Démonstration. On prend

e1 =
x1

∥x1∥H
·

Supposons construit (e1, · · · , eN) orthonormaux tels que

vect{xn, n ≤ N} = vect{en, n ≤ N}.

On pose

uN+1 = xN+1 −
N

∑
j=1

〈
xN+1, ej

〉
H ej.

On a à l’évidence, uN+1 ⊥ en pour tout n ≤ N et comme xN+1 n’appar-
tient pas à vect{xn, n ≤ N}, uN+1 n’est pas nul donc on peut considérer

eN+1 =
uN+1

∥uN+1∥H
·

Par récurrence, on obtient la famille souhaitée. ■

■ Exemple 7.5 Calculer la base orthonormalisée de R3 associée aux vec-
teurs

v0 =

 1
1
−1

 , v1 =

1
0
2

 et v2 =

 2
−2
3

 .

■



118 analyse fonctionnelle & analyse convexe

Exercice 7.1 On prend H = R[T] muni du produit scalaire

⟨P, Q⟩ =
∫ 1

−1
P(t)Q(t) dt.

1) Quelle est la base orthonormale associée aux vecteurs (1, X, X2, X3) ?
2) En déduire

inf
a,b,c

∫ 1

−1
(1 + a + bt + ct2)2 dt.

■

Exercice 7.2 Trouver une base orthonormale du sous-espace de
R3, défini par

V = {(x, y, z), x + y + z = 0}.

■

Définition 7.19 Soit (v1, · · · , vn) une famille libre de vecteurs de
Rp avec p > n. On appelle matrice de Gram de cette famille de
vecteurs la matrice

G(v1, · · · , vn) =

(
⟨vi, vj⟩, 1 ≤ i, j ≤ n

)

Exercice 7.3 On pose F = vect(v1, · · · , vn) et a ∈ H alors

d(a, F)2 =
G(a, v1, · · · , vn)

G(v1, · · · , vn)
·

■

Théorème 7.20 Soit (en, n ∈ M) une famille d’éléments de H
orthonormaux. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) vect{en, n ∈ M} est dense dans H,
ii) x = ∑n∈M ⟨x, en⟩H en au sens des familles sommables,

iii) L’identité de Parseval est vérifiée : pour tout x ∈ H,

∥x∥2
H = ∑

n∈M
⟨x, en⟩2

H . (7.13)

Démonstration.

i) =⇒ iii) Pour x ∈ H, pour tout ε > 0, il existe un ensemble M0 fini et un
élément y de vect{en, n ∈ M0} := HM0 tel que ∥x − y∥ ≤ ε. Pour
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tout ensemble fini M contenant M0, y ∈ HM donc, en utilisant (7.12)
et le théorème 7.11,

0 ≤ ∥x∥2 − ∑
i∈M

|⟨x, ei⟩|2

= ∥x − PMx∥2

= dist(x, HM)2

≤ ∥x − y∥2

≤ ε2.

Par définition de la sommabilité, cela revient à dire que iii) est
vérifié.

iii) =⇒ ii) Il vient aussi de (7.12) que pour tout M fini,

∥x − ∑
i∈M

⟨x, ei⟩ei∥2 = ∥x∥2 − ∑
i∈M

|⟨x, ei⟩|2.

Il s’ensuit très exactement la famille (⟨x, ei⟩ei, i ∈ N) est sommable,
de somme x.

ii) =⇒ i) C’est la définition de la sommabilité.

■

Définition 7.21 — Base orthonormée complète. Toute famille qui sa-
tisfait l’une des conditions équivalentes précédentes est appelée
base orthonormée complète.

Définition 7.22 — Séparabilité. Un espace topologique est dit sépa-
rable s’il existe une famille dénombrable dense.

Définition 7.23 Tout espace de Hilbert séparable admet une base
orthonormée complète.

Démonstration. Soit ( fn, n ≥ 1) une famille dense. En éliminant succes-
sivement les vecteurs liés, on obtient une famille libre (gn, n ≥ 1) telle
que l’adhérence de vect(gn, n ≥ 1) soit H. En appliquant le procédé de
Gram-Schmidt à cette famille, on obtient une BONC. ■

Théorème 7.24 Soit H = L2([0, 2π]; C). La famille

ek =
1√
2π

eikt

pour k variant dans Z est une BONC.

Démonstration. C’est trivialement une famille orthonormale. La re-
marque 3) suivant le théorème de Stone-Weierstrass assure que le
point 1) du théorème 7.20 est vérifié. ■
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■ Remarque 14 Ce théorème signifie que toute fonction de carré intégrable
sur [0, 2π] peut s’écrire au sens de L2 comme limite de polynômes
trigonométriques :

f (x) = L2 − lim
n→∞

n

∑
k=−n

1√
2π

(∫ 2π

0
f (u)e−iku du

)
1√
2π

eikx

= L2 − lim
n→∞

n

∑
k=−n

1
2π

( f ∗ e−ik.)(x).

■

■ Remarque 15 On peut se servir de la formule de Parseval pour montrer
que

∞

∑
n=1

1
n2 =

π2

6
· (7.14)

Prendre la fonction

f (t) =

1 si t ∈ [0, π[,

0 si t ∈ [−π, 0[.
(7.15)

On trouve

c0( f ) =
√

π

2
et ck( f ) =

1 − (−1)k

i
√

2π k
pour k ∈ Z∗.

Compte tenu des symétries, l’égalité de Parseval donne∫ π

0
f (t)2 dt =

π

2
+

2
2π

∞

∑
k=0

4
(2k + 1)2

donc
∞

∑
k=0

1
(2k + 1)2 =

π2

8
·

Or
∞

∑
n=1

1
n2 =

∞

∑
k=0

1
(2k + 1)2 +

∞

∑
k=0

1
(2k)2

donc
∞

∑
n=1

1
n2 =

4
3

∞

∑
k=0

1
(2k + 1)2 ,

d’où le résultat. ■

■ Remarque 16 On peut opérer des opérations élémentaires sur les fonc-
tions f qui se traduisent par des transformations encore plus simples
sur les coefficients de Fourier. Soit α une constante,

c0( f + α) = c0( f ) + α
√

2π et cn( f + α) = cn( f ), ∀n ̸= 0.

D’autre part, de façon évidente

cn(α f ) = αcn( f ).
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Par conséquent si on considère la fonction

g(x) =

−1 si x ∈ [−π, 0[

1 si x ∈ [0, π[,
(7.16)

on voit que

g(x) = 2( f (x)− 1
2
) = 2 f (x)− 1

où f a été définie en (7.15). Par conséquent,

c0(g) = 0 et cn(g) = 2cn( f ) =
4

i
√

2πk
si k impair.

Au sens L2, on a donc

g(t) = ∑
k impair

4
i
√

2πk
1√
2π

eikt

=
2

iπ

∞

∑
k=0

1
2k + 1

(
ei(2k+1)t − e−(2k+1)t

)
=

4
π

∞

∑
k=0

1
2k + 1

sin
(
(2k + 1)t

)
.

On pose

SN(g) =
4
π

N

∑
k=0

1
2k + 1

sin
(
(2k + 1)t

)
et on regarde comment SN(g) converge vers g.

−3 −2 −1 0 1 2 3
x
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−0.5

0.0

0.5

1.0

S 2
0(

g)
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x
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−0.5
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0.5

1.0

S 1
00

(g
)

Figure 7.2: S20(g) à gauche et S100(g) à
droite

On voit qu’au milieu de l’intervalle [0, π] (et de même par imparité
de l’autre côté de 0), l’approximation s’est bien améliorée avec l’aug-
mentation du nombre de termes. En revanche, au voisinage de 0, la
courbe de Sn(g) est largement chahutée. Ces oscillations appelées phé-
nomène de Gibbs sont symptomatiques de la non convergence uniforme
de Sn(g) vers g. En revanche, si l’on calcule ∥SN(g)− g∥L2 , on obtient
les valeurs du tableau 7.1, ce qui signifie bien qu’en norme de L2, il y
a convergence. On a donc un exemple d’un cas où la convergence L2

n’implique pas la convergence dans L∞ donc que les distances associées
ne sont pas équivalentes.

■
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N − log10 ∥SN(g)− g∥L2

20 1,2
200 2,1

2 000 2,8
20 000 3,2

Table 7.1: Convergence de SN(g) vers g
dans L2

■ Remarque 17 On peut vouloir construire une base de L2([0, 1]) avec une
suite constituée exclusivement de fonctions cosinus (respectivement
de fonctions sinus). L’astuce pour ce faire consiste à plonger L2([0, 1])
dans L2([−1, 1]). On a alors deux choix : le prolongement par parité ou
celui par imparité. Considérons le premier :

P : L2([0, 1]) −→ L2([0, 1])

f 7−→ P f (x) =

 f (x) si x ≥ 0

f (−x) si x ≤ 0.

On sait que P f peut s’écrire dans L2([−1, 1]) sous la forme

P f (x) = L2 −
∞

∑
n=1

an sin(πnx) + L2 −
∞

∑
n=0

bn sin(πnx). (7.17)

Comme

an =
1√
2

∫ 1

−1
P f (x) sin(πnx) dx

par parité, on en déduit que les an sont tous nuls. Par conséquent, en
prenant la restriction du développement (7.17), on a que

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ f (x)−
N

∑
n=0

bn sin(πnx)

∣∣∣∣∣
2

dx N→∞−−−→ 0,

c’est-à-dire que

f (x) =
∞

∑
n=0

bn sin(πnx).

■

Soit f ∈ L2([0, 2π]), on note I1 l’application primitive première :

(I1 f )(t) =
∫ t

0
f (u) du.

Théorème 7.25 Soit f ∈ L2([0, 2π]), l’application

I1 : L2([0, 2π]) −→ C([0, 2π]; C)

f 7−→ I1 f
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est continue. Si f est à moyenne nulle, c’est-à-dire

c0( f ) = 0 ou de manière équivalente
∫ 2π

0
f (t) dt = 0

alors le développement en série de Fourier de I1 f est donné par
l’intégration terme à terme de celui de f :

(I1 f )(t) =
∫ 2π

0
I1( f )(u) du + ∑

n∈Z∗

1
in

cn( f ) en(t).

Enfin, la série

SN(I1 f ) = c0( f ) +
N

∑
n=−N,n ̸=0

1
in

cn( f ) en(t)

converge dans C, i.e. la convergence de la série de Fourier de f
est uniforme sur [0, 2π].

Démonstration. On a

I1 f (t)− I1 f (s) =
∫ t

s
f (u) du =

∫ 1

0
1[s,t](u) f (u) du.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

∣∣∣I1 f (t)− I1 f (s)
∣∣∣ ≤ (∫ 1

0
1[s,t](u)

2 du
)1/2 (∫ 1

0
f (u)2 d du

)1/2

=
√

t − s ∥ f ∥L2 . (7.18)

Par conséquent, I1 f est uniformément continue donc continue. En
appliquant (7.18) à s = 0, on obtient∣∣∣I1 f (t)

∣∣∣ ≤ √
t ∥ f ∥L2

soit
∥I1 f ∥∞ = sup

t∈[0,2π]

∣∣∣I1 f (t)
∣∣∣ ≤ √

2π∥ f ∥L2 ,

ce qui signifie que I1 est continue de L2 dans C.
On a aussi ∫ 2π

0
f (t)2 dt ≤ ∥ f ∥2

∞

∫ 2π

0
dt = 2π∥ f ∥2

∞

soit
∥ f ∥L2 ≤

√
2π ∥ f ∥∞.

Ceci signifie que l’application, qui est en fait l’injection canonique,

C −→ L2

f 7−→ f
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est continue. Par composition de fonctions, I1 est donc continue de L2

dans lui-même. En particulier, I1 f est un élément de L2 donc on peut
calculer son développement en série de Fourier.

Pour simplifier les calculs, on suppose que f est de moyenne nulle.
D’après le théorème de Fubini, on a∫ 2π

0
I1 f (t)e−int dt =

∫ 2π

0

(∫ t

0
f (u) du

)
e−int dt

=
∫ 2π

0
f (u)

(∫ 2π

u
e−int dt

)
du

=
∫ 2π

0
f (u)

−1
in

(1 − e−inu) du

=
1
in

cn( f ).

D’après l’égalité de Parseval,

∑
n∈Z

|cn( f )|2 < ∞

on a
cn( f ) n→±∞−−−−→ 0.

Autrement dit,
1
|n| |cn( f )| = o

(
1
n

)
·

Considérons maintenant les restes de Cauchy des sommes partielles du
développement en série de Fourier de I1 f :

N

∑
|k|=M

ck(I1 f ) eikt.

Grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout ϵ ∈]0, 1[, on a∣∣∣∣∣∣
N

∑
|k|=M

ck(I1 f ) eikt

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
N

∑
|k|=M

|k|1/2+ϵ/2ck(I1 f )
eikt

|k|1/2+ϵ/2

∣∣∣∣∣∣
2

≤
 N

∑
|k|=M

|k|1+ϵck(I1 f )2

  N

∑
|k|=M

1
|k|1+ϵ


≤ 2ζ(1 + ϵ)

N

∑
|k|=M

|k|1+ϵ ck( f )2

k2

≤ 2ζ(1 + ϵ)

M1−ϵ ∑
k∈Z

ck( f )2

=
2ζ(1 + ϵ)

M1−ϵ
∥ f ∥2

L2 ,

où ζ(α) est la fonction Zêta de Riemann, i.e. la somme de la série de
terme général n−α. Le reste de Cauchy des sommes partielles tend
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uniformément vers 0 quand M et N tendent vers l’infini donc la série

SN( f ) = ∑
|k|≤N

ck(I1 f ) eikt

est uniformément convergente, nécessairement vers I1 f .
■

✍ D’après l’égalité de Parseval, une fonction f de carré intégrable a
des coefficients de Fourier qui tendent vers 0. Le théorème 7.25 indique
qu’une fonction f à variation quadratique finie, i.e. primitive d’une
fonction de carré intégrable, a des coefficients qui tendent vers 0 plus
vite que 1/n. Si l’on itère le procédé, on voit qu’en primitivant k fois
une fonction de carré intégrable, on obtient une fonction dont les coeffi-
cients de Fourier tendent vers 0 plus vite que 1/nk. En particulier, les
fonctions de classe Ck sur [0, 2π] s’écrivent comme celà donc le dévelop-
pement en série de Fourier transforme la régularité d’une fonction en
intégrabilité de ses coefficients de Fourier. On a même une réciproque
à cette remarque.

Définition 7.26 Pour s ∈ R+, on note ℓ2
s l’ensemble des suites

ℓ2
s =

{
u ∈ CZ, ∑

k∈Z
(1 + |k|2)s|uk|2 < +∞

}
.

On introduit l’espace de Sobolev fractionnaire :

Hs =
{

f ∈ L2, (ck( f ), k ∈ Z) ∈ ℓ2
s

}
.

On note
∥ f ∥2

Hs = ∑
k∈Z

(1 + |k|2)s|ck( f )|2.

Théorème 7.27 Si s > 1/2 alors Hs ⊂ Hol(s − 1
2 ).

Démonstration. On se contentera de la preuve de la continuité car la
preuve de la régularité Hölder est bien plus technique. On reprend la
même stratégie que dans la fin de la preuve du théorème 7.25. On a∣∣∣∣∣∣

N

∑
|k|=M

ck(I1 f ) eikt

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣
N

∑
|k|=M

(1 + |k|2)s/2ck( f )
eikt

(1 + |k|2)s/2

∣∣∣∣∣∣
2

≤
 N

∑
|k|=M

(1 + |k|2)s|ck( f )|2
  N

∑
|k|=M

(1 + |k|2)−s


≤ 2∥ f ∥2

Hs

N

∑
|k|=M

(1 + |k|2)−s.
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Pour s > 1/2, la série de droite est du même ordre que le reste de
Cauchy de ζ(2s) donc tend vers 0 quand M et N tendent vers l’infini.
Par conséquent SN( f ) converge uniformément vers f , qui est donc
continue. ■

■ Exemple 7.6 Continuons l’exemple de la fonction g définie en (7.16). La
primitive de g est la fonction valeur absolue. La convergence uniforme
se voit tout de suite. Pour N = 20, la courbe représentative de S20(|x|)
est indistinguable de celle de (x 7→ |x|). Il faut vraiment zoomer pour
voir qu’au voisinage de la singularité (i.e. autour de 0), il y a de petites
différences, voir Figure 7.3. ■
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Figure 7.3: À gauche, les graphes de
S20(|x|) et de |x| sur [−π, π]. À droite,
le zoom sur [−0, 1, 0,1].

La théorie des séries de Fourier est avant tout une théorie hilbertienne
mais on peut toutefois se demander ce qui se passe au niveau de la
convergence ponctuelle des sommes partielles.

Considérons le noyau

Dn(x) =
1

2π

n

∑
k=−n

eikx =
1

2π

(
1 + 2

n

∑
k=1

cos(kx)

)
. (7.19)

Si x n’est pas un multiple de 2π alors

Dn(x) =
1

2π

sin((n + 1
2 )x)

sin( x
2 )

et si x est un multiple de 2π alors Dn(x) = 2n+1
2π .

À partir de la représentation comme somme, on voit facilement que∫ 2π

0
Dn(x) dx = 1.

D’autre part les représentations successives de Dn pour différentes va-
leurs de n montrent que Dn est quasiment nul en dehors des voisinages
de 0 et 2π, voir figure 7.4. Il ressemble donc à une approximation de
l’identité. Compte-tenu des propriétés régularisantes de la convolution,
on peut donc espérer des théorèmes de convergence plus précis pour
des fonctions un peu plus régulières que seulement de carré intégrable.
C’est l’objet du théorème de Dirichlet.
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Théorème 7.28 — Théorème de Dirichlet. Soit f 2π-périodique, de
classe C1 par morceaux. La suite des sommes partielles

Sn( f )(x) = f ∗ Dn(x)

converge simplement vers

f̃ (x) =
1
2
(

f (x+) + f (x−)
)

.

De plus, sur tout intervalle compact constitué de points de
continuité de la fonction et de sa dérivée, la convergence (vers f )
est uniforme.

La démonstration de ce théorème repose sur le lemme de Riemann-
Lebesgue

Lemme 7.29 — Riemann-Lebesgue. Soit f ∈ L1([0, 2π]).∫ 2π

0
f (t)eint dt n→∞−−−→ 0.

Démonstration. Pour f fonction indicatrice d’un intervalle [a, b],

∫ 2π

0
f (t)eint dt =

∫ b

a
eint dt =

1
in

(
einb − eina

)
n→∞−−−→ 0.

Soit C l’ensemble des intervalles de [0, 2π]. C’est un π-système qui
engendre B([0, 2π]).

D =

{
A ∈ B([0, 2π]),

∫ 2π

0
1A(t)eint dt n→∞−−−→ 0

}
.

Si Ak ↑ A,∣∣∣∣∫ 2π

0
1A(t)eint dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ 2π

0
1Ak (t)e

int dt
∣∣∣∣+ λ(A\Ak).

Pour ε > 0 fixé, le théorème de convergence monotone permet de
choisir k tel que le dernier terme soit inférieur à ε. Pour cette valeur de
k, on sait que le premier terme est inférieur à ε pour n assez grand. Par
conséquent, D est un λ-système. Par classe monotone,

σ(C) = B([0, 2π]) ⊂ D.

Ce qui signifie que le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices
de boréliens. Par linéarité, on peut étendre ce résultat aux fonctions
étagées. Or celles-ci sont denses dans L1. Soit ε > 0 et fε étagée telle
que ∫ 2π

0
| f (t)− fε(t)| dt ≤ ε.
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Si n est tel que ∣∣∣∣∫ 2π

0
fε(t)eint dt

∣∣∣∣ ≤ ε

alors ∣∣∣∣∫ 2π

0
f (t)eint dt

∣∣∣∣ ≤ 2ε.

D’où le résultat. ■

Preuve du théorème 7.28. Pour utiliser la parité de Dn, on travaille sur
[−π, π] plutôt que sur [0, 2π]. Comme Dn est d’intégrale 1,

f ∗ Dn(x)− f̃ (x) =
∫ π

−π
f (x − t)Dn(t) dt −

∫ π

−π
f̃ (x)Dn(t) dt.

Comme Dn est paire,∫ 0

−π
f (x − t)Dn(t) dt =

∫ π

0
f (x + t)Dn(t) dt.

Par conséquent,

f ∗ Dn(x)− f̃ (x) =
∫ π

0

(
f (x − t) + f (x + t)− 2 f̃ (x)

)
Dn(t) dt

=
∫ π

0

(
f (x − t)− f (x−)

)
Dn(t) dt+

∫ π

0

(
f (x + t)− f (x+)

)
Dn(t) dt.

Considérons le premier terme,∫ π

0

(
f (x − t)− f (x−)

)
Dn(t) dt

=
∫ π

0

f (x − t)− f (x−)
t

t
sin(t/2)

sin((n +
1
2
)t) dt.

Comme f est de classe C1 par morceaux, la fonction

t 7−→ f (x − t)− f (x−)
t

est continue sur ]0, π] et est prolongeable par continuité en 0 donc
elle est bornée et intégrable. De même pour la fonction t/ sin(t/2).
D’après le lemme de Riemann-Lebesgue, le premier terme tend vers 0.
On procède de même pour le deuxième terme.

La preuve de la convergence uniforme est plus technique et se trouve
dans tous les livres de prépa. ■

7.4 Dualité

Quand H = Rn, on sait qu’une forme linéaire est de la forme

ϕ(x1, · · · , xn) =
n

∑
i=1

aixi = ⟨a, x⟩

avec a = (a1, · · · , an) ∈ Rn. On veut maintenant montrer que si H est
un espace de Hilbert, ce résultat reste valable.

✍ Ce théorème signifie que l’on peut
construire un isomorphisme isométrique
entre un Hilbert et son dual. Deux es-
paces qui possèdent une telle relation
ne peuvent pas être plus semblables, on
prend donc souvent la convention d’iden-
tifier un espace de Hilbert et son dual.
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Figure 7.4: Noyau de Dirichlet pour n =
3 (à gauche) et n = 3 et n = 50 (droite).

Théorème 7.30 — Théorème de représentation de Riesz. Soit H un es-
pace de Hilbert. Pour tout f ∈ H′, il existe un unique élément
x ∈ H tel que

f (y) = ⟨x, y⟩H , ∀y ∈ H.

De plus,
∥ f ∥H′ = ∥x∥H .

Démonstration. On suppose que f ̸= 0, sinon il n’y a rien à prouver.
Comme f est une application continue de H dans R, son noyau ker f est
aussi l’image réciproque de {0}, qui est un fermé de R. Par conséquent
ker f est un sous-espace vectoriel (comme tout noyau d’application
linéaire) fermé, on peut considérer son orthogonal et écrire

H = ker f ⊕ (ker f )⊥

Soit z′ ∈ (ker f )⊥ et z = z′/∥z′∥H . Pour y ∈ H, on pose

ξy = f (z)y − f (y)z.

Il est immédiat que

f (ξy) = f (z) f (y)− f (y) f (z) = 0 donc ξy ∈ ker f .

Comme z ∈ (ker f )⊥, on a d’une part

⟨ξy, z⟩ = 0

et d’autre part,

⟨ξy, z⟩ = ⟨ f (z)y − f (x)z, z⟩
= f (z)⟨y, z⟩ − f (y)∥z∥2

H .

Comme z est de norme 1, on obtient

f (y) = ⟨y, f (z)z⟩

donc
x = f (z) z

convient.
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D’autre part, si x et x′ conviennent tous deux, alors pour tout y ∈ H,

⟨x, y⟩ = ⟨x′, y⟩ ⇐⇒ ⟨x − x′, y⟩ = 0 ⇐⇒ x − x′ ∈ H⊥ = {0},

soit x = x′, d’où l’unicité.
Enfin, par définition

∥ f ∥H′ = sup
∥y∥H≤1

| f (y)|.

Compte-tenu de la représentation que nous venons de trouver

| f (y)| = |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥H∥y∥H

d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz. Il s’ensuit que

∥ f ∥H′ ≤ ∥x∥H .

En prenant y = x/∥x∥, on voit que

f (
x

∥x∥ ) = ⟨ x
∥x∥ , x⟩H = ∥x∥H

et donc que le supremum définissant la norme est atteint. On en conclut
que ∥ f ∥H′ = ∥x∥H . ■

Les applications de ce théorème sont extrêmement nombreuses.
Commençons par la notion d’opérateur adjoint.

Théorème 7.31 Soit H et F deux espaces de Hilbert et A linéaire,
continue de H dans F : il existe c > 0 tel que

∥Ax∥F ≤ c ∥x∥H , ∀x ∈ H. (7.20)

Il existe une unique application linéaire continue, notée A∗, de
F dans H telle que

⟨Ax, y⟩F = ⟨x, A∗y⟩H .

A∗ est appelé l’opérateur adjoint de A.

Démonstration. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans F,

|⟨Ax, y⟩F| ≤ ∥Ax∥F∥y∥F

et en vertu de (7.20),

|⟨Ax, y⟩F| ≤ c∥x∥H∥y∥F,

que l’on peut interpréter comme la preuve que pour tout y ∈ F, la
forme linéaire

H −→ R

x 7−→ ⟨Ax, y⟩F
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est continue, donc un élément de H′. Il existe donc un unique zy ∈ H
tel que

⟨Ax, y⟩F = ⟨x, zy⟩H .

Si l’on remplace y par y + w, on a d’une part

⟨Ax, y + w⟩F = ⟨x, zy+w⟩H

et d’autre part

⟨Ax, y + w⟩F = ⟨Ax, y⟩F + ⟨Ax, w⟩F

= ⟨x, zy⟩H + ⟨x, zw⟩H

= ⟨x, zy + zw⟩H .

Donc
⟨x, zy+w − zy + zw⟩H = 0, ∀x ∈ H,

donc x = zy+w − zy + zw appartient à H⊥ donc il est nul, i.e.

zy+w = zy + zw.

On procède de même pour αy pour montrer que zαy = αzy. Par consé-
quent, l’application

F −→ H

y 7−→ zy

est linéaire et on note zy = A∗y. D’après la propriété d’isométrie du
théorème de représentation de Riesz,

∥A∗y∥H = sup
x ̸=0

|⟨Ax, y⟩|
∥x∥H

≤ ∥A∥∥x∥H∥y∥F
∥x∥H

= ∥A∥∥y∥F

donc A∗ est continu et ∥A∗∥ ≤ ∥A∥. Comme il est évident que A∗∗ = A,
on a

∥A∗∥ = ∥A∥.

■

■ Exemple 7.7 On sait, et cela se vérifie facilement, que l’opérateur adjoint
dans Rn pour le produit scalaire ordinaire, a pour matrice la transposée
de la matrice de l’opérateur initial.

Regardons maintenant ce qui se passe si on considère une matrice S
symétrique définie positive et que l’on prend comme produit scalaire

(x, y) = ⟨Sx, y⟩

où le produit scalaire entre ⟨ ⟩ est le produit scalaire usuel sur Rn. Soit
A un opérateur linéaire de Rn dans lui-même représenté par sa matrice
aussi notée A dans une base donnée. On a d’une part

(Ax, y) = ⟨SAx, y⟩ = ⟨x, (SA)ty⟩
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et d’autre part

(Ax, y) = (x, A∗y) = ⟨Sx, A∗y⟩ = ⟨x, St A∗y⟩.

Comme ces deux égalités sont vraies pour tout x, y, on a nécessairement

(SA)t = St A∗ =⇒ A∗ = (S−1)t AtSt = (SAS−1)t.

■

■ Exemple 7.8 Soit K une application de [0, 1]× [0, 1] dans R telle que∫ ∞

0

∫ ∞

0
K(x, y)2 dx dy < ∞.

On considère l’opérateur

A : L2([0, 1]) −→ L2([0, 1])

f 7−→ (x 7→
∫ 1

0
K(x, y) f (y) dy)

Son adjoint est l’opérateur

A∗ : L2([0, 1]) −→ L2([0, 1])

f 7−→ (y 7→
∫ 1

0
K(x, y) f (x) dx)

■

On trouve une autre application fondamentale du théorème de re-
présentation de Riesz dans le théorème de Radon-Nikodym.

Définition 7.32 Soit µ1 et µ2 deux mesures sur (E, E). La mesure
µ2 est absolument continue par rapport à µ1 lorsque

A ∈ E et µ1(A) = 0 =⇒ µ2(A) = 0.

On note µ2 ≪ µ1.

Théorème 7.33 Soit µ1 et µ2 deux mesures finies sur un espace
(E, E). La mesure µ2 est absolument continue par rapport à µ1,
si et seulement si il existe h positive, mesurable de (E, E) dans
(R+,B(R+)) telle que pour tout g mesurable bornée,∫

g(x) dµ2(x) =
∫

h(x)g(x) dµ1(x). (7.21)

La fonction f est habituellement notée

f (x) =
dµ2

dµ1
(x)
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et (7.21) devient alors∫
g(x) dµ2(x) =

∫
g(x)

dµ2

dµ1
(x) dµ1(x).

Démonstration. Étape 1. Soit ρ = µ1 + µ2 et g dans L2(E, E , µ2). L’ap-
plication

g 7−→
∫

E
g dµ2

est continue de L2(E, E , ρ) dans R : d’après Cauchy-Schwarz,∣∣∣∣∫E
g dµ2

∣∣∣∣ ≤ µ2(E)1/2
(∫

E
g2 dµ2

)1/2

≤ µ2(E)1/2
(∫

E
g2 dρ

)1/2
.

D’après le théorème de Riesz, il existe donc f telle que∫
E

g dµ2 =
∫

E
f g dρ. (7.22)

En particulier, pour g fonction indicatrice d’un ensemble A on obtient∫
A

f dρ = µ2(A) ≥ 0. (7.23)

Étape 2. Pour A = {x : f (x) < 0}, 1A f est une fonction négative ou
nulle donc d’une part

0 ≥
∫

A
f dρ

et en vertu de (7.23) ∫
A

f dρ ≥ 0.

Il s’ensuit que ∫
E

f 1A dρ = 0

et comme f 1A est de signe constant, f 1A = 0 ρ-presque partout.
Comme f ̸= 0 sur A, nécessairement ρ(A) = 0.
Étape 3. En choisissant B = {x : f (x) ≥ 1}, on obtient

µ2(B) =
∫

B
dµ2 =

∫
B

f dµ2 +
∫

B
f dµ1 ≥ µ2(B) + µ1(B)

donc µ1(B) = 0 et comme, par hypothèse, µ2 ≪ µ1, on en déduit
µ2(B) = 0 d’où ρ(B) = 0.
Étape 4. La fonction f est donc dans la même classe d’équivalence que
la fonction f̃ définie par

f̃ (x) =

 f (x) si 0 < f (x) < 1

0 sinon.
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Réécrivons alors l’identité (7.22) avec f̃∫
E

g dµ2 =
∫

E
g f̃ dρ

=
∫

E
g f̃ dµ1 +

∫
E

g f̃ dµ2

=
∫

E
g f̃ dµ1 +

∫
E

g f̃ 2 dρ

=
∫

E
g

n

∑
k=1

f̃ k dµ1 +
∫

E
g f̃ n+1 dρ.

Comme | f̃ | < 1, on peut poser

h(x) =
∞

∑
k=1

f̃ k(x) =
1

1 − f̃ (x)
. (7.24)

Par convergence monotone et convergence dominée, on a∫
E

g dµ2 =
∫

E
gh dµ1, pour g bornée.

Étape 5. La réciproque est immédiate. ■

On peut sans souci étendre ce résultat aux mesures σ-finies, c’est-à-
dire les mesures qui sont finies sur tout ensemble compact, à l’instar de
la mesure de Lebesgue sur R. Dans le cours de probabilités, quand vous
parlerez de lois à densité, il sera sous-entendu que l’on parle d’absolue
continuité par rapport à la mesure de Lebesgue mais on pourrait tout à
fait considérer les mesures de probabilités absolument continues par
rapport à d’autres lois.

Exercice 7.4 Quelles sont les mesures de probabilités absolument
continues par rapport à la mesure de Poisson définie par

µ1 =
∞

∑
n=0

e−λ λn

n!
δn ?

■



8
Introduction à la classification

8.1 Espaces auto-reproduisants

Les espaces de Hilbert dits auto-reproduisants apparaissent souvent
en probabilités et donc statistiques parce qu’ils sont en fait les espaces
de covariance associés aux processus gaussiens.

L’espace L2(Rn; C) est l’espace des fonctions mesurables à valeurs
dans C de carré intégrable pour la mesure de Lebesgue sur Rn,

L2(Rn; C) = { f : Rn −→ C,
∫

Rn
| f (x)|2 dx1 . . . dxn < ∞}.

Le produit scalaire est donné par

⟨ f , g⟩ =
∫

Rn
f (x)g(x) dx.

Stricto sensu, ⟨ f , f ⟩ = 0 si et seulement si f = 0 presque-partout et pas
forcément partout. On est donc normalement amené à identifier entre
elles, les fonctions qui ne diffèrent que sur un ensemble de mesure
nulle. À ce titre, la fonction indicatrice de Q est identifiée à la fonction
nulle. Cela implique que l’application « évaluation en x », notée δx :

δx : L2 −→ C

f 7−→ f (x)

n’est même pas définie puisque suivant le « représentant » que l’on
choisit, la valeur peut varier. Pour la fonction nulle, δ0(0) = 0 tandis
que δ0(1Q) = 1.

Les espaces de Hilbert à noyaux auto-reproduisants sont une classe
particulière d’espace de Hilbert pour lesquels les fonctions évaluation
sont non seulement définies, mais aussi continues.

Soit E un espace abstrait et H un espace de fonctions définies sur E
à valeurs dans C, que l’on munit d’un produit scalaire ⟨ , ⟩H qui en
fait un espace de Hilbert.
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■ Exemple 8.1 Si E = {1, · · · , n}, H est un ensemble de fonctions de
{1, · · · , n} dans C donc on peut l’identifier au vecteur ( f (1), · · · , f (n)).
Ce qui signifie que H peut être vu comme Cn.

Si E = N, H est l’ensemble des suites de complexes. Reste à lui
définir un produit scalaire. ■

Définition 8.1 Une fonction K : E × E −→ C est un noyau auto-
reproduisant lorsque

a) Pour tout t ∈ E, K(t, .) ∈ H
b) Pour tout t ∈ E, pour tout h ∈ H,

h(t) = ⟨h, K(t, .)⟩H.

En particulier,
K(t, s) = ⟨K(t, .), K(s, .)⟩H (8.1)

Un espace de Hilbert qui possède un noyau auto-reproduisant
s’appelle un RKHS pour Reproducing Kernel Hilbert Space.

■ Exemple 8.2 Si H est de dimension finie, il possède une BONC (ek, k =

1, · · · , n). H admet un noyau auto-reproduisant :

K(x, y) =
n

∑
m=1

em(x) em(y).

C’est-à-dire que

K(x, .) =
n

∑
m=1

em(x) em.

Si φ ∈ H alors φ s’écrit ∑n
k=1 λkek donc

⟨φ, K(x, .)⟩H = ⟨
n

∑
k=1

λkek,
n

∑
m=1

em(x)em⟩H

=
n

∑
k=1

n

∑
m=1

λk em(x) ⟨ek, em⟩H

=
n

∑
k=1

λkek(x)

= φ(x).

On a donc bien montré la propriété d’auto-reproduction. ■

■ Exemple 8.3 On verra plus tard que L2(R; C) ne peut pas être vu
comme un RKHS par contre l’espace de Sobolev W1,2 (ou espace de
Cameron-Martin) le peut.
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Définition 8.2 Une fonction f : R → R est dite absolument conti-
nue s’il existe ḟ intégrable sur tout compact telle que

f (t) =
∫ t

0
ḟ (s) ds.

On admet que ḟ est unique.

■

■ Exemple 8.4 Par exemple, la fonction f : (t 7−→ |t|) est absolument
continue sans être dérivable avec

ḟ (s) =

1 si s ≥ 0

−1 si s < 0.

■

Définition 8.3 — Espace de Cameron-Martin. L’espace W1,2([0, 1]) est
l’espace des fonctions absolument continues dont la « dérivée
faible » est de carré intégrable :

{ f ,
∫ 1

0
ḟ (s)2 ds < ∞}

muni du produit scalaire

⟨ f , g⟩W1,2 =
∫ 1

0
ḟ (s)ġ(s) ds.

Théorème 8.4 La fonction

K(s, t) = min(s, t)

est un noyau auto-reproduisant pour W1,2([0, 1]).

Démonstration. En effet, remarquons que

min(s, t) =
∫ 1

0
1[0,t](r)1[0,s](r) dr

donc
s 7→ K(t, s) =

∫ s

0
1[0,t](r) dr.

Ceci signifie que
(K(t, .)). = 1[0,t].

Par conséquent,

⟨ f , K(t, .)⟩W1,2 =
∫ 1

0
ḟ (s)1[0,t](s) ds =

∫ t

0
ḟ (s) ds = f (t).

■
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Théorème 8.5 — Theorème de Aronszajn. Un espace de Hilbert H
est un RKHS si et seulement si toutes les fonctions évaluations
(δx, x ∈ E) sont continues de H dans C : pour tout x ∈ E, il
existe une constante cx > 0 dépendant de x telle que pour toute
f ∈ H,

| f (x)| ≤ cx ∥ f ∥H. (8.2)

Démonstration.

=⇒ Comme H est supposé être un RKHS,

f (x) = ⟨ f , K(x, .)⟩H.

On applique l’inégalité de Cauchy-Schwarz d’où

| f (x)| ≤ ∥ f ∥H ∥K(x, .)∥H.

Il suffit de poser cx = ∥K(x, .)∥H.
⇐= L’hypothèse signifie que pour tout x ∈ E, l’application

H −→ C

f 7−→ f (x)

est une forme linéaire continue. Le théorème de représentation de
Riesz implique alors qu’il existe un unique θx ∈ H tel que

f (x) = ⟨ f , θx⟩H .

Par conséquent,
K(x, y) = θx(y)

est un noyau auto-reproduisant pour H.

■

Corollaire 8.6 Dans un RKHS, toute suite de fonctions qui converge
dans H converge ponctuellement :(

fn
n→∞−−−→
H

f
)
=⇒

(
∀x ∈ E, fn(x) n→∞−−−→

C
f (x)

)
.

Démonstration. On a

| fn(x)− f (x)| = |δx( fn − f )|
≤ ∥K(x, .)∥H ∥ fn − f ∥H

en vertu de (8.2). ■

Il reste à savoir comment construire un noyau auto-reproduisant. C’est
ce que nous allons faire maintenant.



introduction à la classification 139

Définition 8.7 Une fonction K : E × E → C est de type positif
lorsque pour tout n ≥ 1, pour tous les ensembles de points
(x1, · · · , xn) de E, on a

n

∑
k=1

n

∑
j=1

K(xk, xj)akaj ≥ 0

pour toute famille (a1, · · · , an) de nombres complexes.
Cela signifie en particulier que pour tout (x1, · · · , xn) de E, la

matrice (
K(xi, xj), 1 ≤ i, j ≤ n

)
est symétrique (hermitienne dans le cas complexe) positive.

Il n’est pas simple de déterminer si une fonction est de type positif.
Le moyen le plus simple est donné par le lemme suivant.

Lemme 8.8 S’il existe un espace de Hilbert G et une fonction
ϕ : E → G tels que

K(x, y) = ⟨ϕ(x), ϕ(y)⟩G (8.3)

alors K est de type positif.

Démonstration. Il suffit de calculer

∥
n

∑
j=1

ajϕ(xj)∥2
G =

〈
n

∑
j=1

ajϕ(xj),
n

∑
m=1

amϕ(xm)

〉
G

=
n

∑
j=1

n

∑
m=1

ajam ⟨ϕ(xj), ϕ(xm)⟩G

=
n

∑
j=1

n

∑
m=1

ajamK(xj, xm)

qui est donc positif pour toutes les familles (a1, · · · , an) de nombres
complexes. ■

Lemme 8.9 Un noyau auto-reproduisant est une fonction de type
positif.

Démonstration. D’après (8.1), on peut prendre ϕ(x) = K(x, .) et G = H
pour que (8.3) soit satisfaite. ■

Le théorème suivant donne une réciproque à ce lemme .
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Théorème 8.10 — Moore-Aronszajn. Soit K : E× E → C une fonction
de type positif et soit

H0 = vect{K(x, .), x ∈ E}

muni du produit scalaire induit par

⟨K(x, .), K(y, .)⟩H0 = K(x, y).

Le complété de H0 pour ce produit scalaire, noté H, est l’unique
espace de Hilbert qui soit un RKHS de noyau auto-reproduisant K.

La difficulté est maintenant d’identifier ce qu’est cet espace H en des
termes plus amenables au calcul.

■ Exemple 8.5 Considérons le noyau

K(t, s) = min(t, s).

L’espace H0 est donc l’ensemble des fonctions de la forme

n

∑
k=1

αk min(tk, .)

muni du produit scalaire

⟨
n

∑
k=1

αk min(tk, .),
m

∑
j=1

β j min(sj, .)⟩H0 =
n

∑
k=1

m

∑
j=1

αkβ j min(tk, sj).

Sous cette forme, il est difficile de dire ce qu’est H, le complété de H0.
Compte-tenu de l’exemple 8.3, on sait que W1,2 est un espace de Hilbert
dont K est un noyau auto-reproduisant et d’après le theorème, cet
espace de Hilbert est unique donc H = W1,2.

Une autre façon de le voir est la suivante. Compte-tenu de la défini-
tion du produit scalaire que l’on a mis sur W1,2, l’application

I1 : L2 −→ W1,2

u 7−→ (t 7→
∫ t

0
u(s) ds)

est continue
∥I1u∥W1,2 = ∥u∥L2

et bijective, puisque l’on a admis que ḟ est unique dans la représentation
de f ∈ W1,2. Comme l’ensemble des fonctions en escalier

E = { f =
n

∑
i=1

αi1[ai ,bi ]
, ai < bi < ai+1}

est dense dans L2, pour toute fonction u ∈ L2, pour tout ϵ > 0, il existe
uϵ ∈ E telle que

∥u − uϵ∥L2 < ϵ.
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Comme I1 est une isométrie, on obtient

∥I1(u)− I1(uϵ)∥W1,2 < ϵ.

On remarque ensuite que toute fonction en escalier peut s’écrire aussi
sous la forme

n

∑
i=1

βi1[0,ti ]

et que

I1

(
n

∑
i=1

βi1[0,ti ]

)
=

n

∑
i=1

βi min(ti, .).

On a donc bien montré que tout élément de W1,2 est limite (dans W1,2)
de fonctions de H0. ■

■ Exemple 8.6 Dans les applications au machine learning, le noyau dit
gaussien est d’un usage fréquent. Pour σ > 0, ce noyau est défini sur
Rn × Rn par

Kσ(x, y) = exp
(
−σ2 ∥x − y∥2

Rn

)
.

D’après 1705021, la fonction

ϕσ : Rn −→ L2(Rn)

x 7−→
(

z 7→ (2σ)d/2

πd/4 exp
(
−2σ2∥x − z∥2

Rn

))

est telle que

Kσ(x, y) =
∫

Rn
ϕσ(x, z)ϕσ(y, z) dz.

La description du RKHS associé est beaucoup plus compliquée car elle
fait intervenir des fonctions holomorphes et des intégrales dans C de la
variable complexe. ■

8.2 Classification binaire

Considérons le nuage de points de la figure 8.1 et essayons de séparer
les deux paquets par une droite.

Il y a ici une infinité de possibilités, dont quelques unes sont illustrées
dans la figure 8.2.

Pour choisir la meilleure solution, on regarde la marge (voir la fi-
gure 8.3)entre chaque droite et les deux nuages de points, c’est-à-dire
la distance d’une droite au point le plus proche de chacun des deux
nuages.

Au final, on veut trouver la droite qui maximise cette marge. Avec
un algorithme de type Support Vector Method que nous allons décrire
maintenant, on arrive au résultat de la figure 8.4.
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Figure 8.1: Deux paquets de points à sé-
parer
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Figure 8.2: Quelques solutions possibles
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Figure 8.3: Avec les marges
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Figure 8.4: La solution optimale

On remarque qu’à l’optimum, et l’on s’en convaincra facilement, les
marges touchent forcément au moins l’un des points de chaque nuage.



introduction à la classification 143

Ces points sont les points supports d’où le nom de la méthode.
Dans les problèmes de classification binaire, on doit à partir de

quantités chiffrées trouver à quelle classe appartient l’individu/l’objet
qui satisfait ces critères. Par exemple, comment prédire le sexe d’un
individu sachant sa taille, son poids et éventuellement d’autres mensu-
rations ? Pour ce faire, on dispose d’un échantillon

(x1, y1), · · · , (xn, yn)

avec xi ∈ Rp représente les variables d’entrée, et yi ∈ {−1, 1} représente
la classe. Le plus simple des classifieurs est le classifieur binaire : on
choisit w ∈ Rp et b ∈ R et on applique la règle

y = signe
(
⟨w, x⟩Rp + b

)
.

On remarque
Hw,b = {x, ⟨w, x⟩Rp + b = 0}

est un hyperplan affine de Rp :

x ∈ Hw,b ⇐⇒ ⟨w, x⟩+ b = 0

⇐⇒ ⟨w, x + b
w

∥w∥2 ⟩ = 0

⇐⇒ τ(x) := x +
b

∥w∥2 w ∈ Hw,0.

C’est-à-dire que les éléments de Hb sont ceux de H0 qui est une hy-
perplan vectoriel (i.e. le noyau d’une forme linéaire) translatés d’un
vecteur fixe.

Evidemment toute la difficulté est dans le choix de w et de b. Pour
fixer les idées, imaginons des points bleus et rouges dans le plan,
répartis de part et d’autre d’une droite (i.e. un hyperplan affine de R2).

Lemme 8.11 Pour x ∈ E,

d(x, Hw,b) =
|⟨w, x⟩+ b|

∥w∥ ·

Démonstration. La distance d’un point x ∈ Rn à l’hyperplan affine Hw,b

est la même que la distance de τ(x) à Hw,0 = vect({w})⊥. Comme
H⊥

w,0 = vect({w}), la caractérisation de la projection orthogonale sur
Hw,0 implique que

τ(x)− PHw,0(τ(x)) = λ w =⇒ d(x, Hw,0) = |λ| ∥w∥.

Comme PHw,0(τ(x)) appartient à Hw,0,

⟨w, PHw,0(τ(x))⟩ = 0 ⇐⇒ ⟨w, x − λw⟩ = 0

⇐⇒ λ =
⟨w, x⟩
∥w∥2 ·
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Donc la distance de x à Hw,0 est donnée par

d(x, Hw,0) =
|⟨w, x⟩|
∥w∥ ·

En appliquant ce résultat à τ(x), on trouve le résultat.
■

L’hyperplan séparateur de marge maximale est donc solution du
problème d’optimisation

Trouver w et b qui maximisent min
k

|⟨w, xk⟩+ b|
∥w∥

Soit x+ (respectivement x−) un point au dessus (respectivement au
dessous) du Hw,b optimal, on a nécessairement

⟨w, x+⟩+ b
∥w∥ = d(x+, Hw,b) = d(x−, Hw,b) = −⟨w, x−⟩+ b

∥w∥
Il est évident que Hαw,αb = Hw,b, ce qui veut que w et b sont définis à
un facteur multiplicatif près. On choisit ce facteur de sorte que

d(x+, Hw,b) = d(x−, Hw,b) =
1

∥w∥ ·

Mais maximiser ∥w∥−1 revient à minimiser ∥w∥2. Par conséquent, la
formulation du problème est maintenant

Minimiser
1
2
∥w∥2 sous les contraintes yk(⟨w, wk⟩+ b) ≥ 1. (8.4)

Le facteur 1/2 n’est là que pour l’esthétisme du résultat final. On utilise
alors une méthode classique d’optimisation dite des multiplicateur de
Lagrange. Sans prétendre à être exhaustif, voyons les grandes lignes de
cette méthode. On introduit le lagrangien :

L(w, b, λ) =
1
2
∥w∥2 +

n

∑
k=1

λk(1 − yk(⟨w, xk⟩ − b)). (8.5)

Le problème (8.4) est équivalent trouver le minimum de L sur Rn ×
Rn × R+. Comme tout problème de point critique qui se respecte, on
commence par annuler les dérivées partielles :

∂L
∂wi

= wi −
n

∑
k=1

λkykxk(i)

et
∂L
∂b

= −
n

∑
k=1

λkyk.

Au point optimum (w∗, b∗, λ∗), on doit avoir

n

∑
k=1

λkykxk = w∗ et
n

∑
k=1

λkyk = 0.
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On reporte ces identités dans (8.5), il vient

L(w∗, b∗, λ) =
1
2
∥w∗∥2 +

n

∑
k=1

λk − ⟨
n

∑
k=1

λkykxk, w∗⟩+ b
n

∑
k=1

λkyk

=
n

∑
k=1

λk −
1
2
∥w∗∥2

=
n

∑
k=1

λk −
1
2

n

∑
j=1

n

∑
k=1

λkλjykyj⟨xj, xk⟩. (8.6)

Les conditions de Kuhn-Tucker imposent aussi

∀k, λk ≥ 0. (8.7)

On minimise donc le terme de droite de (8.6) en λ, sous les contraintes
de (8.7) pour obtenir les multiplicateurs de Lagrange optimaux, λ∗

k .
Ensuite on a

w∗ =
n

∑
k=1

λ∗
k ykxk.

Une fois que w∗ est calculé, on trouve b∗ en résolvant

L(w∗, b, λ∗) =
1
2
∥w∗∥2 +

n

∑
k=1

λ∗
k (1 − yk(⟨w∗, xk⟩ − b)).

Pour les cas simples comme celui donné en exemple, la méthode marche
parfaitement. Malheureusement, il est fréquent (presque systématique)
que les ensembles ne soient pas séparables. L’exemple le plus évident
est de se demander comment séparer les points qui sont dans le disque
de rayon 1 dans R2 et ceux qui sont en dehors. Là, la réponse est simple.
On passe en coordonnées polaires. Les points à l’intérieur du disque
ont un rayon inférieur à 1, les autres un rayon supérieur à 1 donc la
droite {(r, θ), r = 1} est un hyperplan séparateur.

L’idée qui se dégage de cet exemple est que même si notre nuage
de points n’est pas séparable dans l’espace de départ, on peut espérer
qu’une transformation bien choisie des données les transforment en un
nuage de points séparable dans l’espace cible. On veut donc trouver un
espace de Hilbert G et une fonction Φ de Rn dans G tel que le nuage
devienne séparable par un hyperplan. On peut appliquer le même
raisonnement que celui que l’on vient de faire aux points (Φ(xk), k =

1, · · · , n), le problème d’optimisation à résoudre devient

Minimiser
n

∑
k=1

λk −
1
2

n

∑
j=1

n

∑
k=1

λkλjykyj⟨Φ(xj), Φ(xk)⟩G

sous la contrainte (8.7). Mais en vertu du lemme 8.8, on sait que l’appli-
cation

(x, y) 7→ ⟨Φ(xj), Φ(xk)⟩G
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munit G d’un noyau auto-reproduisant. On n’a pas besoin d’identifer
Φ mais juste besoin de connaître le noyau K pour faire les calculs. L’un
des noyaux les plus utilisés est la noyau gaussien. On transforme ainsi
un problème en dimension finie en un problème en dimension finie
avec une fonction que l’on ne maîtrise pas vraiment ... et pourtant ça
marche. Cette astuce est connue sous le doux nom de kernel trick ou
truc du noyau.

Les iris (plantes) comportent au moins deux espèces : le versicolore
et virginica. On essaye de les distinguer par les longueurs et largeurs
de leurs sépales.

Les données sont représentées comme dans la figure 8.5.

4.5 5.0 5.5 6.0 6.5 7.0 7.5 8.0
1.5
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3.0

3.5

4.0

Figure 8.5: Les différents type d’iris en
fonction des dimensions de leurs sépales.
En abscisse, la longueur de chaque sé-
pale, en ordonnée, la largeur du sépale
correspondant
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Après application de l’algorithme avec le noyau gaussien, on voit
dans la figure 8.6 les points supports (ceux qui sont à la frontière des
hyperplans dans l’espace cible).
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Figure 8.6: Les points entourés sont les
points supports

La figure 8.7 représente les zones qui correspondent à chaque éti-
quette.
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Figure 8.7: Les zones de partage





A
Guide de survie en théorie de la mesure

A.1 Tribu, mesures, etc.

Sauf à renoncer à l’axiome du choix, on ne peut pas construire de
mesure sur toutes les parties de n’importe quel espace. Il faut donc
définir l’ensemble des parties « mesurables ». Pour ce faire, on introduit
la notion de tribu. Ensuite seulement, viendra la notion de mesure.

Définition A.1 Soit Ω un ensemble. Un sous-ensemble A de P(Ω)

est une tribu lorsque les trois conditions suivantes sont vérifiées :

1) ∅ ∈ A,
2) A ∈ A =⇒ Ac ∈ A,
3) Ai ∈ A pour tout i ∈ N =⇒ ∪i Ai ∈ A.

Les éléments d’une tribu sont appelés événements en probabilités
ou (ensembles) mesurables en théorie de la mesure.

Les exemples suivantes sont d’une utilisation constante.

— La tribu grossière est la tribu constituée des seuls éléments ∅ et Ω.

— La tribu la plus fine est la tribu P(Ω).

— Si A1 et A2 sont deux tribus alors A1 ∩A2 est encore une tribu.

— Pour C ⊂ P(Ω), P(Ω) est une tribu qui contient C donc l’ensemble
des tribus qui contiennent C est non vide. Par conséquent, cet en-
semble a un plus petit élément,au sens de l’intersection : c’est la plus
petite tribu qui contient C. On appelle cette tribu la tribu engendrée
par C, elle est notée σ(C).
Pour un ensemble A de Ω, σ({A}) = {A, Ac, ∅, Ω}.

— Sur un ensemble topologique, la tribu borélienne est la tribu en-
gendrée par les ouverts. La tribu borélienne sur R est la plus petite
tribu qui contient les intervalles ouverts de la forme ]a, b[ avec
−∞ ≤ a < b. De même, sur Rk, la tribu borélienne est la plus petite
tribu qui contient les pavés ]a1, b1[× . . .×]ak, bk[.
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Définition A.2 Une application µ de A dans R+ est une mesure
lorsqu’elle satisfait les deux propriétés suivantes :

— µ(∅) = 0,

— µ est une application pour σ-additive : pour toute famille
(Aj, j ∈ N∗) d’éléments de A deux à deux disjoints,

µ(
∞⋃

j=1

Aj) =
+∞

∑
j=1

µ(Aj). (A.1)

Une mesure est dite de probabilité lorsque la masse totale, i.e.,
µ(Ω), vaut 1. Dans ce cas, on parle de mesure de probabilités et
on la note P plutôt que µ.

■ Exemple A.1 L’exemple le plus simple de mesure est donnée par la
mesure de Dirac en un point a ∈ Ω :

δa(A) = 1 si a ∈ A, δa(A) = 0 sinon.

■

A.2 Fonctions mesurables

Les fonctions mesurables sont à la théorie de la mesure ce que les
fonctions continues sont à la topologie.

Définition A.3 Une fonction f de (Ω1,A1) dans (Ω2, A2) est me-
surable lorsque

f−1(C) ∈ A1 pour tout C ∈ A2.

— Une fonction continue est mesurable.

— La somme, le produit de deux fonctions mesurables sont mesurables.

— La composition de deux fonctions mesurables est mesurable.

— Le suprémum et l’infimum d’une famille de fonctions mesurables
sont mesurables :

sup
n

fn et inf
n

fn sont mesurables.

— Par conséquent, les limites inférieures et supérieures d’une suite de
fonctions sont mesurables.

— En particulier, si une suite de fonctions converge simplement, ses
limites inférieures et supérieures coïncident donc une limite simple
de fonctions mesurables est mesurable.

Ce dernier résultat est très intéressant parce que pour les fonctions
continues, on est assuré de la continuité d’une limite de fonctions
continues que si la convergence est uniforme.
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Partant d’un espace mesuré (Ω1, A1, µ) et d’une application mesu-
rable f de (Ω1, A1, µ) dans (Ω2, A2), il est naturel de se demander
comment se transforme la mesure µ sous l’effet de f . Par exemple, si Ω1

est une plaque inhomogène à laquelle, on fait subir divers traitement,
on peut se demander comment seront réparties les inhomogénéités de
la plaque transformée.

Définition A.4 Soit (Ω1, A1, µ) un espace mesuré et d’une applica-
tion mesurable f de (Ω1, A1, µ) dans (Ω2, A2), la mesure image
de µ par f , notée f ∗µ est définie par :

f ∗µ(A) = µ( f−1(A)) pour tout A ∈ A2.

Ω1, µ Ω2

f

A

f−1(A)

f ∗µ(A)=µ( f−1(A))

Figure A.1: Mesure image

A.3 Intégration

Définition A.5 Une fonction mesurable f : (E, E) → R+ est dite
étagée si elle prend un nombre fini de valeurs. On note E l’en-
semble des fonctions étagées.

Soit α1, · · · , αn les valeurs possibles de f et Ak = {x f (x) =
αk} pour k = 1, · · · , n. On peut toujours écrire

f (x) =
n

∑
k=1

αk1Ak(x).

On remarque que les Ak sont disjoints deux à deux et les αk tous
distincts et non nuls.

Dans la suite, on supposera toujours que la décomposition d’une
fonction étagée est celle là.
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Lemme A.6 Toute fonction mesurable positive est limite simple
croissante de fonctions étagées : f1 ≤ f2 ≤ . . . ≤ fn ↑ f .

Figure A.2: Une fonction (en pointillés)
et son approximation par une fonction
étagée. Comme la fonction est très régu-
lière pour les besoins du dessin, les Ai
sont des réunions d’intervalle mais pour
une fonction mesurable quelconque (non
continue), ce ne sera plus le cas.

On peut maintenant définir l’intégrale par rapport à une mesure µ

quelconque.

Définition A.7 L’intégrale de f ∈ E est naturellement définie par

∫
f dµ =

n

∑
i=1

αiµ(Ai)

Dans ce qui suit, on manipule des fonctions qui valent éventuel-
lement ±∞ en certains points. On est donc obligé de travailler avec
des fonctions à valeurs dans R = R ∪ {±∞}. L’arithmétique dans cet
espace est l’aritheoremétique usuelle selon les conventions suivantes.

— a + (+∞) = +∞, pour tout a ∈ R,

— ∞.0 = 0, i.e. 0 reste absorbant pour la multiplication

— toute série à termes positifs converge dans R, c’est-à-dire vers éven-
tuellement +∞.

Définition A.8 Pour f mesurable positive, on définit∫
f dµ = sup

g∈E

{∫
g dµ, 0 ≤ g ≤ f

}
∈ R+.

Lemme A.9 Soient a, b ≥ 0 et f , g deux fonctions étagées positives.
Alors ∫

(a f + bg)dµ = a
∫

f dµ + b
∫

gdµ .

Pour une fonction de signe quelconque, on considère

f+(x) = max( f (x), 0) et f−(x) = min(− f (x), 0).



guide de survie en théorie de la mesure 153

Il est évident que

f+ + f− = | f | et que f+ − f− = f .

L’idée est de définir l’intégrale de f comme la différence des intégrales
de f+ et f−. Cela n’est possible que si ces deux quantités sont finies
or ceci est impliqué par la condition que l’intégrale de | f |, qui est bien
définie puisque | f | est positive, soit finie. De cette discussion, on déduit
la définition suivante.

Définition A.10 Soit f : E → R mesurable telle que
∫

f+ dµ ou∫
f− dµ soit finie, on pose∫

f dµ =
∫

f+ dµ −
∫

f− dµ.

La fonction est dite µ-intégrable si
∫

f+ dµ et
∫

f− dµ sont
finies.

Lemme A.11 Soient f , g deux fonctions mesurable de E → R, dont
les intégrales sont définies. Alors

1) f ≤ g implique
∫

f dµ ≤
∫

gdµ.
2)
∣∣∫ f dµ

∣∣ ≤ ∫ | f |dµ.

Les trois théorèmes importants sont les suivants.

Théorème A.12 — Convergence monotone. Soient f , fn (n ∈ N) des
fonctions mesurables de E → R+ telles que 0 ≤ fn ↑ f . Alors

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ .

Théorème A.13 — Lemme de Fatou. Soit ( fn, n ≥ 1) une suite de
fonctions (mesurables) positives,∫

lim inf
n

fn dµ ≤ lim inf
n

∫
fn dµ.

Théorème A.14 — Convergence dominée. Soit ( fn, n ≥ 1) une suite
de fonctions (mesurables) qui converge simplement vers f . Si de
plus, il existe g telle que

| fn(x)| ≤ g(x), pour tout x et
∫

g dµ < ∞

alors
lim

n→∞

∫
fn dµ =

∫
( lim

n→∞
fn) dµ =

∫
f dµ.
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Si on dispose de deux espaces mesurés (Ω1, A1, µ) et (Ω2, A2, ν),
on veut construire une mesure sur le produit cartésien Ω1 × Ω2. La
première difficulté à surmonter est la définition de la tribu sur E × F.
Les éléments de A1 ×A2 sont les produits cartésiens d’un élément de
A1 et d’un élément de A2. Comme la réunion de deux rectangles n’est
pas un rectangle, A1 ×A2 n’est pas une tribu. Qu’à cela ne tienne, on
note A1 ⊗A2 la plus petite tribu qui contient A1 ×A2 et le tour est
joué !

Théorème A.15 — Fubini. Soit (Ω1, A1, µ1) et (Ω2, A2, µ2) deux
espaces mesurés avec µ1 et µ2 σ-finies. Il existe une unique
mesure, notée µ ⊗ ν, dite mesure produit de µ et ν, sur (Ω1 ×
Ω2, A1 ×A2) qui soit telle que

µ1 ⊗ µ2(A × B) = µ1(A)µ2(B), pour tout A ∈ A1, B ∈ A2.
(A.2)

Par ailleurs, soit f Ω1 × Ω2 → R, mesurable, satisfaisant l’une
des deux conditions suivantes :

(1) f est positive.
(2) La fonction f est intégrable par rapport à la mesure µ1 ⊗ µ2 :∫

| f | dµ1 ⊗ µ2 < +∞.

L’identité suivante est satisfaite :∫
Ω1

(∫
Ω2

f (ω1, ω1) dµ2(ω2)

)
dµ1(ω1)

=
∫

Ω2

(∫
Ω1

f (ω1, ω1) dµ1(ω1)

)
dµ2(ω2)

=
∫

f d(µ1 ⊗ µ2).

Ensembles µ-négligeables

Définition A.16 Un ensemble µ-négligeable est un ensemble N ⊂ E
(pas nécessairement mesurable au départ) qui peut être inclus
dans un ensemble mesurable A tel que µ(A) = 0.

Les ensembles mesurables de mesure nulle jouent un rôle particulier
parce qu’ils ne sont pas « visibles » par la mesure même s’ils sont non
vides.

Définition A.17 — Presque-partout, presque-sûre. On dit d’une pro-
priété qu’elle est vraie µ-presque-partout ou µ-presque-sûrement,
en abrégé µ-p.p. ou µ-p.s, lorsque son complémentaire est de
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mesure nulle.

L’écriture « 0 ≤ fn ↑ f µ-p.p. » signifie qu’il existe un ensemble N ∈ E
tel que µ(N) = 0 et tel que pour tout x ∈ E\N, fn(x) est une suite
positive croissante convergeant vers f (x).

Soit (E, E , µ) un espace probabilisé. Soit f une fonction mesurable
positive de µ-intégrale nulle. Pour tout n > 0 et An = {x : f (x) >

1/n},

0 =
∫

f dµ ≥
∫

An
f dµ ≥ 1

n
µ(An),

donc µ(An) = 0 pour tout n ≥ 1. Comme ∩n≥1 An = A0, par mono-
tonie, on obtient µ(A0) = 0. On a donc démontré le théorème sui-
vant :

Théorème A.18 Soit f une fonction mesurable positive, de µ-
intégrale nulle alors f est nulle µ-presque partout.

Mais une fonction nulle « presque partout » n’est pas une fonction nulle.
Par exemple, la fonction indicatrice de Q, l’ensemble des rationnels, est
presque-partout nulle pour la mesure de Lebesgue mais elle est non
nulle sur un ensemble dense !

Ainsi, l’application f 7→
∫
| f | dµ ne définit pas une norme sur l’es-

pace vectoriel L1(µ), car la nullité de l’intégrale n’implique pas la nullité
de la fonction. Afin de construire une norme, il faut que deux fonc-
tions qui sont égales µ-p.p. soient identifiées comme un seul et même
élément. Formellement, cela revient à définir la relation d’équivalence
suivante.

f est en relation d’égalité p.p. avec g lorsque µ( f ̸= g) = 0. On note
f R g.

On définit alors L1(µ) comme l’ensemble des classes d’équivalence de
la relation R, et l’application qui a toute classe d’équivalence c associe
la valeur

∫
| f |dµ pour une fonction f quelconque de la classe c définit

bien une norme sur L1(µ) puisque tous les éléments d’une même classe
d’équivalence ont la même intégrale.

Dans la pratique, travailler avec des classes d’équivalence est fasti-
dieux, on peut continuer de penser les fonctions mesurables comme
des fonctions ordinaires en prenant garde qu’elles ne sont définies qu’à
un ensemble de mesure nulle près.

Cela implique que parler de la valeur d’une fonction mesurable, définie sur
Rn muni de la mesure de Lebesgue, en un point, sans hypothèse de continuité,
n’a aucun sens puisqu’un point est de mesure nulle !

Les théorèmes de convergence monotone, Fatou, convergence do-
minée sont valables sans changement à condition de spécifier des
presque-partout chaque fois que nécessaire. Ainsi dans le théorème de
convergence dominée, la convergence de fn vers f peut n’avoir lieu



156 analyse fonctionnelle & analyse convexe

que µ-p.p. et la relation de domination peut n’être satisfaite qu’à un
ensemble négligeable près.

Espaces Lp

Définition A.19 Pour p ∈ [1, ∞[, l’espace Lp(µ) est l’espace des
fonctions mesurables (définies à un ensemble µ négligeable près)
telles que ∫

| f |p dµ < ∞.

On en fait un espace normé en posant

∥ f ∥p =

(∫
| f |p dµ

)1/p

.

Définition A.20 Pour une fonction mesurable f , on définit son
sup-essentiel par

ess-sup f = inf{M, | f (x)| ≤ M µ − p.p.}.

Une fonction dont le sup-essentiel est fini appartient à L∞(µ) et

∥ f ∥∞ = ess-sup f .

Si l’on instancie µ en la mesure de comptage sur E = N ou Z on parle
plus volontiers de suite que de fonctions et on note lp(N), respective-
ment lp(Z), l’ensemble des suites p-sommables : les suites de terme
général un indexées par N ou Z telles que

∑
n
|un|p < ∞.



Correction des exercices

Exercice 2.7 ▷ On prend un recouvrement d’ouverts de K. x appartient
à Oi0 et à partir d’un certain rang, les xn aussi. Il reste à prendre un
ouvert pour chacun des premiers termes pour obtenir un recouvrement
fini.

Exercice 2.8 ▷

1) c’est le théorème 2.8 pour le compact K1.
2) Par l’absurde, il existexn ∈ Kn mais pas dans U. Quitte à extraire,

on peut supposer que xn converge vers x. Comme les Kn sont
décroissants, xp appartient à Kn pour tout p ≥ n donc x appartient
à Kn. Comme on peut faire ça pour tout n, x appartient à K donc
x appartient à U. Or les xn sont dans Uc qui est fermé donc x
appartient à Uc d’où la contradiction

Exercice 2.10 ▷ L’application (x, y) 7→ x− y est continue sur K × L qui
est compact donc l’inf est atteint. Comme les ensembles sont disjoints,
on ne peut pas voir x = y

Exercice 3.2 ▷ Une suite de Cauchy pour cette norme est de Cauchy
pour la norme infinie donc converge dans C.

Posons

∥ f ∥α = sup
s ̸=t

| f (t)− f (s)|
|t − s|α .

Comme fn est de Cauchy, à partir d’un certain rang n0

∥ fn0 − fm∥α ≤ 1 =⇒ ∥ fm∥α ≤ 1 + ∥ fn0∥α.

Donc
sup ∥ fn∥α ≤ n0max

i=1
∥ fi∥α + 1.

Autrement, il existe c > 0 tel que pour tout n ≥ 1,

| fn(t)− fn(s)| ≤ c |t − s|α, ∀s, t ∈ [0, 1].
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Par passage à la limite, on en déduit que ∥ f ∥α ≤ c.

Exercice 3.3 ▷

1) On a
x3 − y3 = (x − y)(x2 + xy + y2).

À x fixé, le polynôme

y 7→ y2 + xy + x2

atteint son minimum en −x/2 donc

y2 + xy + x2 ≥ x2(
1
4
− 1

2
+ 1) =

3
4

x2

d’où le résultat.
2) Si xn est une suite de Cauchy pour cette distance. De deux choses

l’une,

i) soit 0 est valeur d’adhérence de x pour (R, |.|).
ii) soit 0 n’est pas valeur d’adhérence de x pour (R, |.|).

Dans le cas i), on a

d(xφ(n), 0) = |xφ(n)|3
n→∞−−−→ 0,

donc la suite x admet aussi 0 comme valeur d’adhérence dans
(R, d). Comme c’est une suite de Cauchy dans cet espace, en vertu
du lemma 3.3, elle converge.
Sinon, en niant la définition de 0 valeur d’adhérence pour (R, |.|), il
existe α > 0 tel que

|xn| ≥ α, ∀n ≥ 1.

On a alors

d(xn, xm) ≥
3α2

4
|xn − xm|

donc x est de Cauchy pour la distance usuelle donc converge au
sens de la distance usuelle vers un certain p. En particulier elle est
bornée par M donc

sup
n

p2 + pxn + x2
n ≤ p2 + pM + M2 not.

= κ.

Par conséquent,
d(xn, p) ≤ κ|xn − p|

donc la suite x converge aussi vers p dans (R, d).

Exercice 3.4 ▷
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1) Comme e−n est décroissante et tend vers 0, pour tout ϵ > 0, il existe
n0 tel que pour n, m ≥ n0

|e−n − e−m| ≤ 2ϵ

donc la suite est de Cauchy pour la distance d.
Si un = −n a une limite p ∈ R alors

|e−n − ep| n→∞−−−→ 0

donc ep = 0, équation qui n’a pas de solution dans R.
2) Si la suite est bornée, le théorème des accroissements finis dit que

e−M|x − y| ≤ d(x, y) ≤ eM|x − y|

donc une suite de Cauchy pour la distance d est de Cauchy pour la
distance usuelle et la convergence pour la distance usuelle implique
la convergence pour d.
Si lim supn xn = +∞ alors il existe (xφ(n), n ≥ 1) qui converge
l’infini et

d(xn,+∞) ≤ d(xn, xφ(n)) + d(xφ(n),+∞).

Pour ϵ > 0, on choisit n ≥ n0 de sorte que φ(n) ≥ n (suite extraite)
et

d(xn, xφ(n)) ≤ ϵ.

Ensuite il existe n1 tel que n ≥ n1 implique

d(xφ(n),+∞) ≤ ϵ.

Même chose si c’est la limite inférieure qui est moins l’infini. Il
n’est pas possible que les deux soient infinies puisqu’une suite de
Cauchy a au plus une valeur d’adhérence.

Exercice 5.3 ▷

1. On a

|T(u)| ≤
∞

∑
n=1

2−n∥u∥∞

≤ 1∥u∥∞,

donc
∥T∥c′0

≤ 1.

On considère la suite uM

uM
n =

1 si n ≤ M,

0 sinon.
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On a ∥uM∥∞ = 1 et

T(uM) =
M

∑
n=1

2−n =
1 − 2−(M+1)

1 − 1/2
− 1 M→∞−−−→ 1.

2. Soit u de norme 1 telle que T(u) = 1. Soit τ le premier indice où
ui < 1. Si τ est fini

T(u) < ∑
n ̸=τ

2−n + 2−τ < 1.

Nécessairement, τ est infini, i.e. il n’y a aucun indice tel que ui < 1
et donc u est la suite constante égale à 1, qui n’est pas dans c0.

Exercice 5.4 ▷

1. On sait que la norme sur E′ est la norme infinie. On cherche donc
f ∈ Rn telle que

max | fi| = ∥x∥1 et
n

∑
i=1

fi xi = ∥x∥2
1.

On peut choisir
fi = signe(xi) ∥x∥1.

2. Si x = (1, 0), on doit avoir

max(| f1|, | f2|) = 1 et f1 = 1.

Donc tous les vecteurs (1, f2) avec f2 conviennent.

Exercice 5.5 ▷

1. Si x = 0, c’est trivial. Soit

A(x) =
{

f ∈ E′, ∥ f ∥E′ ≤ ∥x∥E et ⟨ f , x⟩E′ ,E = ∥x∥2
E

}
.

On a évidemment F(x) ⊂ A(x). On a aussi

⟨ f , x⟩E′ ,E ≤ ∥ f ∥E′ ∥x∥E

donc
f ∈ A(x) =⇒ ∥x∥2

E ≤ ∥ f ∥E′ ∥x∥E.

Comme x ̸= 0, on en déduit que ∥ f ∥E′ ≥ ∥x∥E donc il y a égalité.
2. F(x) est non vide par le corollaire de Hahn-Banach. Convexité

évidente. Les applications

E′ −→ R

f 7−→ ∥ f ∥E′
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et

E′ −→ R

f 7−→ ⟨ f , x⟩E′ , E

sont continues donc F(x) est fermé.
3. On dessine les boules, seuls les normes ℓ1 et ℓ∞ ne sont pas stricte-

ment convexes.
4. S’il existe f ̸= g dans F(x) alors

∥ f ∥E′ = ∥g∥E′ = ∥x∥E et t f + (1 − t)g ∈ F(x)

or d’après la stricte convexité

∥t f + (1 − t)g∥ < ∥x∥E

donc ne peut appartenir à F(x). Par contradiction, f = g donc F(x)
est réduit à un singleton.

Exercice 5.6 ▷ 0

x1

x2

x3

x4x5
x6

z16

z56

z35

z23z12

Pour un point xi, on considère la médiatrice Di de 0 et xi. C’est une
droite donc il existe (ai, bi, ci) tels que l’équation de Di soit

Di = {(u, v), aiu + biv + ci = 0}.

Quitte à tout multiplier par −1, on peut toujours supposer que ci ≥ 0.
Par définition de la médiatrice, tous les points du plan qui sont plus
proches de 0 que de xi sont ceux qui sont du même côté de Di que 0,
c’est-à-dire les points de coordonnées (u, v) tels que

aiu + biv + ci ≥ 0

puisque l’on a supposé ci ≥ 0. On a

C =
n⋂

i=1

{
(u, v) ∈ R2, aiu + biv + ci ≥ 0

}
.

Chacun des demi-plans est convexe puisque

aui + bvi + c ≥ 0, ∀i = 1, 2

=⇒ a
(
tu1 + (1 − t)u2

)
+ b
(
tv1 + (1 − t)v2

)
+
(
tc + (1 − t)c

)
≥ 0.

C apparaît comme l’intersection de convexes donc est convexe.

Exercice 5.7 ▷ Soit

M =


√

3
2

1
2

−1
2

√
3

2

 ,
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qui est bien une matrice orthogonale. On a

A = M

(
3 0
0 1

)
M−1.

On note D la matrice diagonale qui apparaît dans l’écriture précédente.
Comme A est définie positive, on a nécessairement ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 donc
Eα = ∅ si α < 0. Pour α > 0, puisque M est orthogonale, on peut écrire

⟨Ax, x⟩ = ⟨DM−1x, Mtx⟩
= ⟨DM−1x, M−1x⟩

Posons y = M−1x, ce qui revient à dire que l’on travaille dans le repère
(O, U, V)

U =


√

3
2

−1
2

 et V =

 1
2√
3

2


Dans ce repère,

Eα = {(y1, y2), 3y2
1 + y2

2 = α}.

On reconnaît l’équation d’une ellipse.
Le problème posé revient à trouver le plus petit α tel que [0, 1]×

[0, 1] ∩ Eα soit non vide. Comme la fonction x 7→ ⟨Ax, x⟩ est convexe,
le maximum est obtenu en calculant

maxx1∈{0,1}
x2∈{0,1}

⟨Ax, x⟩

On obtient

x ⟨Ax, x⟩
[0, 0] 0
[0, 1] 1.5
[1, 0] 2.5
[1, 1] 4 −

√
3 ≃ 2, 27

Le maximum est donc obtenu pour α = 2, 5 et correspond à la figure
A.3.

Exercice 6.1 ▷

1) Evident
2) On se donne X ∈ S++

n et on considère

− log det(M + tX) = − log det(M1/2(Id+tM−1/2XM−1/2)M1/2)

= − log det(Id+tM−1/2XM−1/2).
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−2 −1 1 2

−2

−1

1

U

V

Figure A.3: Ellipse la plus grande tou-
chant le carré

La matrice M−1/2XM1/2 est symétrique définie positive

⟨M−1/2XM1/2u, u⟩ = ⟨X(M−1/2u), (M−1/2u)⟩ > 0

puisque X ∈ S++
n . On note λ1, · · · , λn ses valeurs propres. On a

det(Id+tM−1/2XM−1/2) =
n

∏
i=1

(1 + tλi)

donc

− log det(M + tX) = −
n

∑
i=1

log(1 + tλi).

Comme

d
dt

log(1 + tλi) =
λi

1 + tλi

d2

dt2 log(1 + tλi) = − λ2
i

(1 + tλi)2 ≤ 0,

la dérivée seconde de − log det(M + tX) est positive donc la fonc-
tion est convexe.

Exercice 6.2 ▷

1) Comme on a
⟨x′, x⟩ ≤ ∥x′∥ ∥x∥,

il vient
⟨x′, x⟩ − 1

2
∥x∥2 ≤ ∥x′∥ ∥x∥ − 1

2
∥x∥2.

C’est un polynôme du second degré en ∥x∥ qui atteint son maxi-
mum en ∥x′∥ d’où

f ∗(x′) ≤ ⟨x′, x⟩ − 1
2
∥x∥2 ≤ ∥x′∥ ∥x′∥ − 1

2
∥x′∥2 =

1
2
∥x′∥2.

D’autre part, comme E = Rn est réflexif, d’après le corollaire 5.10,
pour tout x′ ∈ E′, il existe x ∈ E′′ = E tel que

∥x′∥E′ = ∥x∥E et ⟨x′, x⟩ = ∥x∥2.
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Pour cet x,

⟨x′, x⟩ − 1
2
∥x∥2 =

1
2
∥x∥2 =

1
2
∥x′∥2.

Par conséquent,

f ∗(x′) ≥ 1
2
∥x′∥2.

2) Si ∥x′∥E′ > 1 alors il existe z ∈ E avec ∥x∥ ≤ 1 tel que

⟨x′, x⟩ > 1 ≥ ∥x∥

donc
⟨x′, tx⟩E′ ,E − |t| ∥x∥ t→∞−−→ +∞.

Si ∥x′∥E′ ≤ 1 alors
⟨x′, x⟩ − ∥x∥E ≤ 0

et le sup est atteint pour x = 0.

Exercice 6.3 ▷

1) Pour 0 < s < s1, soit p = s1/s > 1, d’après l’inégalité de Hölder,

E
[
esX
]
≤ E

[
epsX

]1/p
= E

[
es1X

]1/p
< ∞.

On procède de même pour s ∈ [s0, 0]. La continuité découle du
théorème de continuité sous le signe somme.
Pour tout s > 0, pour tout k ∈ N∗, il existe ck > 0 tel que

|x|k ≤ ck es|x| ≤ ck(esx + e−sx).

Soit s > 0 tel que s ≤ min(|s0|, s1), on sait que

E
[
esX + e−sX

]
≤ ∞

donc X admet des moments de tout ordre. Le théorème de dériva-
tion sous le signe somme donne que ϕX est C∞ et que

ϕ′′
X(s) = E

[
X2esX

]
≥ 0

donc ϕX est convexe.
2) L’équation ϕ′

X(s) = E
[
XesX] donne ϕ′

X(0) = 0 donc ϕX a un mi-
nimum en 0 et comme ϕX est positive convexe, c’est le minimum
absolu. Par conséquent ϕX ≥ 1.

3) Pour n = 1,

d
ds

ΦX(s) =
ϕ′

X(s)
ϕX(s)

d2

ds2 ΦX(s) =
ϕ′′

X(s)ϕX(s)− ϕ′
X(s)

2

ϕX(s)2 ·
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D’après Cauchy-Schwarz,

E
[

XesX
]2

= E
[

XesX/2esX/2
]2

≤ ϕ′′
X(s)ϕX(s)

donc ΦX est convexe et continue. La limite d’une suite de fonctions
convexes est convexe et s.c.i.

4) La fonction Φ∗ est s.c.i. donc atteint son minimum sur le compact
[a, b]. Elle n’est pas tout le temps égale à l’infini en vertue de la
première partie de la preuve du théorème 6.14.

5) Par définition de l’inf, pour tout x ∈ [a, b],

Φ∗(x) > Ī − ϵ,

donc
sup
s∈R

(xs − Φ(s)) > Ī − ϵ

donc il existe au moins un s dépendant de x tel que

xsx − Φ(sx) > Ī − ϵ.

D’où l’inclusion.
6) La fonction (x 7→ xs − Φ(s)) est continue pour tout s fixé donc

{x, xs − Φ(s) > λ} est ouvert pour tout λ.

L’équation (6.7) signifie que l’on a un recouvrement du compact
[a, b], on peut donc en extraire un sous-recouvrement fini.

7) On applique l’inégalité de Markov.
8) On utilise la borne de l’union et on passe à la limite en n.
9) Comme les variables sont centrées, Φ atteint son minimum en 0,

qui vaut 0. Par conséquent, Φ∗(0) = 0. Sur tout intervalle [a, b]
qui ne contient pas 0, Φ∗, qui est strictement convexe, est donc
inférieurement minorée par Φ∗(a) > 0. Donc

P(
Xn

n
∈ [a, b]) ≤ e−nΦ∗(a)

d’où
P(

Xn

n
≥ a) ≤ e−nΦ∗(a).

On procède de même du côté négatif. D’où, pour tout a > 0,

P(
∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ ≥ a) ≤ e−n Φ∗(a)∧Φ∗(−a).

Exercice 7.3 ▷ On écrit a = (a − p(a)) + p(a) et on utilise la multili-
néarité du déterminant pour dire que

G(a, v1, · · · , vn) = G(a − p(a), v1, · · · , vn) + G(p(a), v1, · · · , vn)
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On a d’une part

⟨p(a), p(a)⟩ =
n

∑
i=1

a2
i ⟨xi, xi⟩

⟨p(a), xi⟩ = ai⟨xi, xi⟩

donc dans le deuxième déterminant,

C1 =
n

∑
i=1

aiCi

donc ce déterminant est nul. Dans G(a − p(a), v1, · · · ), le coefficient en
haut à gauche est

∥a − p(a)∥2 = d(a, F)2.

Les autres coefficients de la première ligne et donc de la première
colonne sont les

⟨a − p(a), xi⟩ = 0 (A.3)

puisque a − p(a) est dans F⊥. On développe le déterminant selon la
première ligne (ou la première colonne) pour obtenir

G(a − p(a), v1, · · · ) = d(a, F)2 G(v1, · · · , vn).
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