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1 Distance de Hausdorff

Soit (E,d) un espace métrique et X' ’ensemble de ses parties non vides, fermées et bornées. On rappelle que
la distance d’un point € E' a un ensemble A C F est définie par

d(z,A) = ;gg d(z,y).

Pour € > 0, pour A C FE, on note A, ’épaississement de A de taille €, I’ensemble défini par

Ao ={z, d(z,A) < ¢}

1) Soit p > 0 et € > 0. Montrer que si A C B, ou B, est I’épaississement de taille p de B, alors
A C Byye.

DEFINITION 1.— On définit m sur X x X par

m(A,B) = max(sup d(z, B), sup d(y,A)).

TEA yeEB

DEFINITION 2.— On définit A une autre application sur X x X par
h(A,B) =inf{e >0, AC B. et BC A.}.

On veut d’abord montrer que m = h. Soit A et B deux éléments de X'. On pose

p=m(A,B) et ¢ = h(A, B).

2) Montrer que
ACB,et BCA,.

En déduire que € < p.

3) Montrer I'inégalité p < e.

4) Montrer que m(A, B) = 0 si et seulement si A = B.

5) Soit A, B, C trois éléments de X'. Montrer que
m(A,C) <m(A,B)+m(B,C). (1)

6) Conclure.



DEFINITION 3.— On dit d’un espace métrique (V, p) qu’il est précompact si pour tout € > 0, il existe une famille
finie de boules de rayon € qui recouvre V' : il existe (vy,--- ,v,) € V™ tels que

Ve |JB e).

k=1

On suppose que (F,d) est précompact, on veut montrer que (X, m) lest également. On fixe € > 0 et 'on note
(81, , 8n) des points de E tels que

FE C LnJ B(Si,e).
i=1

On considére P 'ensemble des sous-ensembles non vides de {sy, - ,s,}.

7) Soit A € X. Montrer qu'il existe D € P telle que

m(A, D) <e. (2)

On démontre de méme que si (F,d) est complet alors (X, m) Pest également. Autrement dit, si E est compact,
X est compact.

2 Solution d’un systeme
Soit R? muni de la norme
1@, )l = ||+ lyl.
On définit application f : R? — R? par :

flz,y) = (i sin(x 4+ y),1 + % arctan(z — y)) .

8) Démontrer qu'il existe une constante k €]0, 1[ que 'on précisera, telle que, quels que soient (z,y), (z',y") €
R?, on a
1f(zy) = f@" )1 < Kll(z,y) = (@ ) -

Indication : on se souviendra des dérivées de sin et arctan.

9) En déduire que le systéme
isin(z+y) = =z
1+ Zarctan(z —y) = y

admet une unique solution dans R?2.

10) Aurait-on pu appliquer la méme méthode en utilisant la norme ||.||s au lieu de la norme ||.||; ?
On pourra montrer que pour x > 0, proche de 0,

4x
I/ (2, =2) = £0.0)lloc 2 37—y



Correction

1> Soit z € A., par définition
d(, A) < e 3)

De plus, quel que soit y € A,
d(y, B) < p. (4)
Pour tout b € B, pour tout y € A, par I'inégalité triangulaire

d(z,b) < d(z,y) + d(y,b).

Par conséquent,

inf d(z,b) <d inf d(y,b
[nf, (7,0) < (x,y)+ylgB (y,b)

ou
d(z, B) < d(z,y) + d(y, B).

Il s’ensuit que
d B)< inf d + P
($7 ) — 2}6 A (mvy)

=d(z,A) +d(y, B)
<e+p

en vertu de (3) et (4)

2> Onnote p=m(A, B) et e = h(A, B).
Comme

sup d(x, B) < p,
€A

on a de facon évidente
ACB,.

De méme, B C A,. Par conséquent, ¢ < p.

3 > Réciproquement, si
ACB.et BC A,

alors

supd(z,B) <ecet supd(y,A) <e
z€A yebB

donc p <e.

4> Sim(A, B) =0 alors pour tout « € A, d(z, B) = 0 donc z appartient a 'adhérence de B, qui est fermé
donc appartient a B. Par conséquent, A C B. Symétriquement, B C A donc A = B.

5> Notons
p=m(A,B) et T =m(B,C).

On a
AcCB, (5)
BCA,= B; CA, (6)
BcC,= B, CC,ry, (7)
CCB; (8)



Par conséquent

AcCCryy
CCArgp.

Donc
h(A,C) < p+71=m(A,B)+m(B,C).

6 > Commeil est évident que m(A, B) = m(B, A), on déduit des questions précédentes que m est une distance
sur X.

71> Soit D={se€P, B(s,e)yNA+#0}. Montrons (2). Remarquons que

{s}c = B(s,¢).

Soit « € A, comme les boules centrées sur les s; couvrent tout F, il existe forcément s € D tel que x € B(s, €)
donc

supd(z, D) <e.
€A

Soit s € D, comme B(s, €) rencontre A, la distance de s a A est inférieure a € donc

sup d(s, A) < e.

seD
On a donc bien établi (2).
8 > On sait que
[sin’(z)] = | cos(x)| <1
1
tan’(z)| = < 1.
| arctan’(x)| 52 S

Par conséquent,

|sin(z 4+ y) —sin(z’ + )| <[z +y) — @ + )| < |z — 2|+ |y — /]

|arctan(x —y) —arctan(z’ — )| < [(z —y) — (&' —y)[ < |z — 2"+ [y — /|-

Par conséquent,

1

1) = 1 < (34 2) Do) = @l

On a donc k =11/12 < 1.

9 > Le systéme se réécrit
fla,y) = (2,y).

L’application f est contractante donc admet un unique point fixe dans R2.

10> Ona 5
£(0,0) =(0,0) et f(x,—2x) = (0, 3 arctan(2z)).

La dérivée de h : (z — arctan(2z)) est

_—
1+ 422



et la dérivée seconde est

—16z
T—
(1+422)2 —
La dérivée premiere est donc décroissante et
2
inf h'(y) > .
vl W) 2 T2
Par conséquent,
2 2z
—x) — f(0,0 > -
1 (2, =) = (0, 0)lloo 2 5943

f ne peut donc pas étre contractante pour la norme infinie.
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