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1 Fonctions continues

On note C l'ensemble des fonctions continues sur [0,1] muni de la norme

uniforme
[ fllo = sup [f(?)]-
te(0,1]

1) Montrer que
F={fec, vteo],f(t) >0}

est fermé dans C.

2) Montrer que
U={fec, vteo,1],f(t) >0}

est ouvert dans C.

2 Fonctions de classe C?

On considere C! Iensemble des fonctions continiiment dérivables sur [0,1]. On

rappelle que l'on a

50 = 50+ [ £16) .



On munit C* de la norme

£l = 11 lloo + [1f lloo-

On consideére (fy,, n > 1) une suite de Cauchy pour cette norme.

3) Montrer qu'il existe f et g continues telles que

an - fHoo — 07
1 = glloo — 0.

4) Montrer que f est dérivable et que f' = g.
5) Quel résultat a-t’on montré ?
6) Montrer que I’ensemble des polynomes est dense dans C*.

On pose
tn+1 tn+2

n t) = - :
falt) n+1 n+2
7) Etudier la convergence de la suite (f,n > 1) dans C.

8) Pour tout n > 1, calculer

sup t"(1 —t).
te[0,1]

9) Etudier la convergence de la suite (f,,,n > 1) dans C!.

On considére maintenant

Co =C'n{f, f(0) =0}

muni de la méme norme que C'.
10) Montrer que C} est un espace de Banach.

On considere la forme linéaire
®:C —R
Lt
f— / & dt.
o t
11) Montrer que
1
<17 | 1] du
Indication : on pourra utiliser le théoréme de Fubini ou une formule
d’intégration par parties.

12) Montrer que
@] = 1.



3 Fonctions C*

Sur C*°, I’ensemble des fonctions indéfiniment continiiment dérivables sur [0, 1],
on met la distance

i n(1, IIf(k — W)

k=0

)

ott f%) est la dérivée k-iéme de f. On note 7, la projection
m : C° — C
fer
Pour M > 0, on note
By ={f €C®,||f®]c < M, Vk > 0}.

On a donc
By = {g €C, 3f € Epf tel que g = f(k)}.

13) Montrer que si (f,, n > 1) converge vers f pour la distance d alors pour
tout k >0, ( fy(,,k), n > 1) converge uniformément vers f*)

14) Montrer que pour tout k > 0, 7, E)ps est borné et équi-continu.



Correction

1> La convergence uniforme entraine la convergence simple donc

v, f(1) = lim fu(t) 2 0.

21> Soit f € U, f est continue donc atteint sa borne inférieure donc il existe
to tel que

La boule B(f, f(t9)/2) est dans U donc U est ouvert.
3> fnet f! sont de Cauchy dans C donc convergent.

4> Ona t
Falt) = fa(0) + /0 £ (s) ds.

Comme la convergence de f] vers g est uniforme, on a en passant a la li-
mite,

5= 50+ [ (s) as.

On en déduit que f est dérivable et f' = g.
51> On a montré que C! est complet.

6 > Le théoreme de Stone-Weierstrass assure que ’on peut trouver une suite
de polyndmes (P, n > 1) qui converge uniformément vers f’. La primitive d’un
polynéme est un polynéme donc la suite de polynémes

Qn(@) = F(0) + /Ot Po(s) ds



convient.

7> Ona

2 n—00
) < —— 2% 0
[n®)l < =

donc f, converge dans C vers la fonction nulle.

8 > L’étude de la fonction montre qu’elle atteint son maximum en n/(n + 1)

et que 'on a donc
1 n
sup t"(1—1t) = ( n )
t€[0,1] n —+ 1 \n + 1

9>  Onsait déja que f,, tend vers 0, si I'on veut la convergence dans C', il reste
a prouver que f, tend aussi uniformément vers 0. Or

fat) = " (1 —0).

Comme

1 < n )"_ 1 (1_ 1 )nN e! oo,
n+1\n+1) n+1 n+1 n+1 ’

on a bien le résultat voulu.
10>  C’est un fermé dans un Banach (cf Question 5) donc un Banach.

11 >  Avec Fubini, on a directement

/Olfgt)dt:/oli/otf/(u)dudt
:/Olf'(u)/lidtdu

= —/1 f'(u) In(u) du.
0



La majoration vient facilement.

Avec la formule d’intégration par parties, on doit d’abord montrer que

t
FOIE [ 18 oe du < 1ot
(dans un voisinage de 0) et donc que

lim f(t)In(t) = 0.

t—0

12 > On prend la fonction (¢ — t) et comme

/01 In(u) du = —1

on obtient le résultat voulu.

13> Onfixel > e > 0etk > 0. Pourn > ny, d(f,, f) < €27% donc
min(L, || £{ = o) < e.
Comme € < 1 cela implique
£ = f P oo < e,

pour n > ng.

14 > Par construction, Hf(k)Hoo < M pour tout f € Ej; donc mpE)ys est
borné. D’autre part, ||f*) | = ||f*D] < M donc m,E) est équicon-
tinu.
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